XVII. Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny
Kassa, 2008. marcius 6-9.

9. osztaly

1. feladat: Hatarozzuk meg az Gsszes p, g primszam kettGsoket, amelyekre érvényes:

145p° —p=4¢*—q
Oldh Gydrgy (Komdrom)

1. feladat megoldasa: Az egyenlet atalakitva q(¢ — 1) = p(145p — 1). Ebbdl kovetkezik, hogy
p | g(g—1). Nem lehet p | g, mert p | g esetén p = ¢, vagyis 145p = ¢ lenne, ami lehetetlen. Ezért p | ¢—1
vagyis ¢ — 1 = kp, k € N. Ezt az eredeti egyenletbe behelyettesitve, majd a p-t kifejezve, kapjuk, hogy
+1 9
P=TE g MK > 0= k<12
Csupan k = 12 esetén kapunk p-re primszamot, ekkor p = 13 és ¢ = 157, ami szintén prim. Tehéat a
feladat egyediili megoldésa p = 13 és ¢ = 157.

2. feladat: Jancsi unalmaban 21 darab egybevago négyzetre szamokat irt, mégpedig a kovetkezskép-
pen 4 darabra 1-est, 2 darabra 2-est, 7 darabra 3-ast és 8 darabra 4-est irt. Egy mas alkalommal ezekbsl
a négyzetekbsl 20 darabot felhasznalva kirakott egy 4 x 5-6s téglalapot. Amikor végzett a kirakés-
sal, nézegette a szdmokat és észrevette, hogy fiiggslegesen minden oszlopban egyezik az 6sszeg. Tovabb
nézegetve észrevette, hogy vizszintesen a sorokban is egyenlék az 6sszegek. Melyik kartyat nem hasznalta
fel Jancsi a kirakashoz?

Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

2. feladat megoldasa: Az, hogy az 5 oszlopban ugyanannyi az 0sszeg, azt jelenti, hogy a kartyakra
irt szamok Osszege oszthaté 5-tel. Az, hogy a négy sorban is egyenl§ az osszeg, azt jelenti, hogy a
kartyakra irt szamok Gsszege oszthatd 4-gyel is oszthat6. Mivel (4;5) = 1, a leirtakbol kovetkezik, hogy
a szamok Osszegének oszthatonak kell lennie 20-szal.

Tekintettel arra, hogy a 21 kartyara irt szam Gsszege 61, csak az 1-es maradhatott Jancsinéal.

Egy lehetséges elrendezés:
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3. feladat: Harry Potter a Roxfort Boszorkiny- és Varazsloképzs Szakiskolaban 6t év alatt Gsszesen

31 vizsgat tett le. Mindegyik évben tobb vizsgidja volt, mint az el6z6 évben, az 6t6dik évben pedig

haromszor annyi targybdl vizsgazott le, mint az els§ évben. Hény vizsgat kellett teljesitenie Harry
Potternek a negyedik évben?

Péics Hajnalka (Szabadka)

3. feladat megoldasa: Jeloljék z1, x2, x3, x4, x5 Harry Potter els§, masodik, harmadik, negyedik
és 0todik évben letett vizsgainak szaméat. Ekkor 1 < z2 < 23 < 24 < x5, 1 + T2 + 23 + x4 + x5 = 31
és Ty = 3331.

Ha x1 > 4 lenne, akkor zo > 5, x3 > 6, x4 > 7 és x5 > 12 lenne, amibdl x1+xo+x3+24+75 > 34 #£ 31
adodik, ami nem lehetséges.

Ha z, = 1, akkor x5 = 3, vagyis 1 < z2 < 3 < 24 < 3, ami nem lehetséges.

Ha z, = 2, akkor z5 = 6, vagyis 2 < x2 < x3 < x4 < 6, vagyis xo = 3, x3 = 4, x4 = 5 kellene, hogy
teljesiiljon, de akkor z1 + xo + x3 + x4 + x5 = 20 # 31, ami nem megoldas.



Tehét csak 1 = 3 és x5 = 9 marad, ahol z4 < 7 esetén xz3 < 6 és zo < 5 adodik, s ekkor
Ty +xo+ax3+x4+25 =3+5+637+9 =30 < 31, ami ellentmond a feltételeknek.

Ezért csupan az x4 = 8 az egyetlen valasztasi lehetGség, amibdl a lehetséges megoldasok: 1 = 3,22 =
4,03 =T7,24 = 8,25 =9 vagy x1 = 3,22 = 5,23 = 6,24 = &, 25 = 9. A feladatnak mas megoldasa nincs.

4. feladat: Egy konferencianak 2008 résztvevGje van. Barmely harom haromtagi csoportban van
két olyan személy, akik azonos nyelven beszélnek. Bizonyitsatok be, hogy ha minden résztvevd legfeljebb
Ot nyelvet beszél, akkor van legalabb 202 olyan személy akik azonos nyelvet beszélnek.

Szabd Magdi (Szabadka)

4. feladat megoldasa: Figyeljiik meg a kovetkezs két esetet:

a) Ha barmely két személy azonos nyelvet beszél, akkor az A személy a tobbi 2007 egyénnel kom-

. 2007
munikal valamilyen nyelven, de legfeljebb 6t nyelven. Igy van olyan nyelv, amelyet legalabb = > 202

résztvevs ismer.

b) a mésik lehetdség, hogy létezik két olyan személy: A és B, akik nem beszélnek azonos nyelven.
Akkor a tobbi 2006 résztvevs beszél kozos nyelvet az A, B személyek (legalabb) egyikével. Tehat van
legalabb 1003 egyén, akik azonos nyelvet beszélnek az egyik személlyel, példaul A-val.

Mivelhogy 5 - 200 < 1003, igy az A azonos nyelven beszél legalabb 201 egyénnel. Ezek A-val egyiitt
alkotjak azt a 202-es csoportot, akik egy nyelven beszélnek.

5. feladat: Az ABCD rombusz AC atlojan tetsz6legesen valasztott E pont kiilonbozik az A és C
csucstol. Legyenek az AB és BC egyenesen rendre az N és M pontok olyanok, hogy |AE| = |NE| és
|CE| = |ME)|. Jelolje K az AM és CN egyenesek metszéspontjat. Igazoljuk, hogy a K, D és E pontok
kollinearisak (egy egyeneshez illeszkednek).

Sipos Elvira (Zenta)

5. feladat megoldasa: Tegyiik fel, hogy |AF| > |CE|, ahogyan az abran.

Ekkor az ABMFE és EBNC négyszogeket vizsgalva: ABM E hiarnégyszog, mert FEAB< = ECM<
(rombusz) = ENB< (egyenld szaru haromszog), legyen koriilirt kore k1. EBNC hurnégyszog, mert
ECB< = BAC< (rombusz) = EN B< (egyenl6 szara haromszog), legyen a koriilirt kore ko.

Ekkor CN B« = AEB<.

Vizsgéaljuk az ANKFE négyszoget: EAM< = EBM< (EM hur felett a k; korben), és EBM< =
ENC< (EC hur felett a ko korben), tehat hirnégyszog, vagyis CEK < = KN A<. Mivel AC a rombusz
szimmetriatengelye, ezért AEB< = AED<. Tehat AED<t = AEB< = CNB< = KNA<« = CEK«,
vagyis K, D és E egy egyenesen vannak.



6. feladat: Bizonyitsatok be, hogy ha z,y,z > 0, akkor = + y + z + zyz(zy + yz + zx) > 6zyz=.
Mikor &ll fenn egyenlGség?
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat megoldasa: Az egyenlGtlenséget ekvivalens rendezéssel a kovetkezSképpen alakithatjuk:
(%2 4+ 2 — 2wy2) + (2y?22 + . — 2xy2) + (2%2%y +y — 22yz) > 0,

tovabba
2(2?y? 4+ 1 = 2xy) + 2(y?2? + 1 — 2y2) +y(2?22 + 1 — 222) > 0,
és végil
2(xy — 1) +a(yz — 12 +y(zz —1)2>0

mivel z,y, z > 0. Az egyenlGség akkor all fenn, hazy =1 Ayz=1Azz=1x=y=2=1.



