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12. osztaly

1. feladat: Van-e raciondlis megoldasa az
i rrty=1

egyenletnek?
Bogddn Zoltin (Cegléd)

1. feladat I. megolddsa: Az egyenletet négyszerezve majd rendezve az

2z + 1)+ (2y+1)*=6
alakhoz jutunk. Az 2z +1 = % és 2y +1 = % helyettesitést végezziik el, ahol Z a 2x + 1 és 2y + 1
racionalis szamok legkisebb k6z0s nevezbje. Azaz X, Y és Z egész szamok. Ezzel a

(D) X*+Yv?=62"

diophantikus egyenlethez jutunk. Az eredeti egyenlet barmely raciondlis megolddsa (D)-nek egy egész
megoldasat adja.

Belatjuk, hogy az 1j egyenletnek csak a trividlis X =Y = Z = 0 megoldasa van. Ez nem szarmazhat
az eredeti egyenlet egy raciondlis megoldésabdl. fgy kapjuk, hogy az eredeti egyenletnek nincs racionélis
gyoke.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy a (D) egyenletnek van nem-triviélis gyoke. Vegyiik azt a nem-trividlis
gyokot, amelyre | X| + |Y] + |Z] a minimdlis. X2 és Y2 két négyzetszdm, amelyek Osszege harommal
oszthatd. Ez csak gy lehet, ha X és Y is oszthaté harommal. Ekkor (D) bal oldala kilenccel oszthatd,
igy Z-nek is hdrommal oszthaténak kell lennie. Ekkor viszont X/3,Y/3 és Z/3 egy 14j nem-trividlis
megoldas, amely ellentmond az eredeti megoldas valasztasdnak. Az ellentmondéas igazolja allitaunkat.

2. feladat: Hatarozzuk meg az Osszes olyan f : R — R fliggvényt, amely kielégiti az

fla+y) = fla—y) =2y(B2" + %)

fliggvényegyenletet.
Szabé Magda (Szabadka)

2. feladat 1. megoldésa: Az x =y = 3 helyettesitéssel kapjuk, hogy

fz) = £(0) = 2°,

tetsz6leges z valds szdmra. Azaz a megolddsoknak f(x) = 2% + ¢ alakdaknak kell lenni, valamely c
konstansra. Kénnyen ellenérizhetd, hogy ezek a fliggvények mind megoldasok is.

3. feladat: Egy 2008 egység befogdjui, egyenldszaru derékszogli ABC haromszoget helyeziink el

a koordinata sikon gy, hogy a derékszog csicsa (C) az origd legyen, és a két befogd a tengelyek
pozitiv félegyenesére keriiljon. Hany olyan egész koordindtaju P pont van a haromszoglemezen, amelyre
PA? PB?, PC? szdmok egy szamtani sorozat egymést kovetd harom tagjit adjdk ebben a sorrendben?
Biré Bdlint (Eger)



3. feladat I. megolddsa: Héromszogiink csucsai (0,2008), (2008,0) és (0,0). Szimmetria okok
miatt feltehetjiik, hogy A = (0,2008), B = (2008,0). Azon x és y egészeket keressiik, amelyre (z,y) a
haromszogiinkbe esik és

2?2 + (y — 2008)2, (z — 2008)% + 12, 22 + 4/
ebben a sorrendben egy szamtani sorozatot alkot.

El6szor a mésodik feltételt alakitjuk:

2% + (y — 2008)% + 2% + y* = 2((z — 2008)? + y?).
Rendezve 2x — y = 1004, azaz
(E) 21 = 1004 + y.

Az (x,y) pontnak a hdromszoglemezre esése azt jelenti, hogy x,y > 0 és x + y < 2008.

(F) miatt y pédros szam lehet csak. y = 0,2,4,6, ... lehet8ségek valamelyike csak akkor nem vezet
megoldashoz, ha a kiszamolt xz-re x + y > 2008. Ez y > 1004 esetén lesz.

Azaz az y = 0,2,4,...,1004 értékek mindegyike (E) alapjin egyetlen egy megfelelé pontot ad.
Tovabba igy megkapjuk az Osszes szamolandé pontot. Ez 503 darab pont.

4. feladat: Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a pozitiv valés szamok halmazéan:

ahol a > 1 egy adott valés szdm, és az x 2007-szer szerepel benne.
Dr. Kantor Sdndor (Debrecen)

4. feladat I. megolddsa: Konny( ellenérizni, hogy az x® = a egyenlet megolddsa (r = /a) a
mi egyenletiinket is kielégiti. Belatjuk, hogy més megoldds nincs. = helyébe 1-nél nem nagyobb szamot
helyettesitve a bal oldal 1-nél nem nagyobb lesz, azaz nem veheti fel az a értéket. Ha a bal oldalt mint
x fliggvényét tekintjiik, akkor az (1,00) intervallumon szigorian monoton fliggvényt kapunk. fgy ezen
az intervallumon legfeljebb egy gyoke lehet egyenletiinknek.

5. feladat: Egy négyzetbe egy ABC haromszoget frunk gy, hogy az A csics a négyzetnek is

az egyik csicsa és B, illetve C' a négyzet A-n 4t nem haladd egy-egy oldalara esik. Tudjuk, hogy a

héromszognek az A csicsndl 1év6 szoge 45°-0s. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszoget a négyzetiink
A-n 4t nem halado atléja két egyenl6 tertiletli részre osztja.

Dr. Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

5. feladat I. megolddsa: Az A-n 4t nem haladd 4tlét az AB és AC oldal messe a B’ és C’
pontokban. Az A-n 4t nem haldé 4tl6 két végpontja legyen X és Y gy, hogy az atlén X, B, C' és Y
ebben a sorrendben kovetkezzenek. A BC’ szakasz A-bdl és X-bél is 45%-0s szogben 14tszik, amibél A,
X, B és (' egy korre esik. Mivel AX BZ derékszog, ezért AC'B/ is derékszog. Az ABC’ hiromszog
A-ndl 1év6 szoge 45°, igy a ABC’ hdromszog egyenl6szari derékszogli hdromszog. Specidlisan AB hossza
V/2-szirése AC’ hosszanak. Teljesen hasonléan AC hossza v/2-szorose AB’ hosszanak.

A Y




Az AB'C’ haromszog kétszeres teriiletét kiszdmithatjuk az A-ban Osszefutd két oldal hosszanak és
a kozbezart szog szinuszanak szorzataként. Az ABC haromszog kétszeres teriiletét kiszamithatjuk az
A-ban 0Osszefutd két oldal hosszanak és a kozbezart szog szinuszanak szorzataként. A kozbezart szog
szinusza mindkét teriiletképletben kozos. A két oldalhossz a mésodik esetben v/2-sz6rés. Igy a masodik
teriilet kétszerese az elsének. Az AB'C’ hiromszog teriilete fele az ABC héromszog teriiletének, ahogy
bizonyitandé volt.

6. feladat: Adott 2007 pont a sikon tgy, hogy semelyik hdrom ne essen egy egyenesre. Legyen P
pontjaink egyike. Szamoljuk meg, hogy azon haromszogek kozott, amelyek csiicsai a 2007 pont kozil
keriilnek ki, hany olyan van amely P-t bels6 pontként tartalmazza. Bizonyitsuk be, hogy a kapott szam
paros.

Erdés Gdbor (Nagykanizsa)

6. feladat I. megolddsa: A P-n kiviili 2006 pont koziil kell kikeriilni a szdmolandé haromszogek
csucsainak.

A 2006 pontbdl az 6sszes lehetséges modon valasszunk ki négy pontot és vizsgdljuk meg ezen négy
pont hany olyan haromszoget hataroz meg, amelyeknek P bels6 pontja. Pontnégyesiink lehet konvex,
illetve konkav helyzet{i, de mindenképpen 0 vagy 2 haromszog fogja az adott P pontot lefedni. Ha

(20406) darab négyesek mindegyikére Osszeadjuk a P-t tartalmazé haromszogek szamat akkor péros
szamhoz jutunk.

Ez azonban nem a feladatban kért szamolds. Az ott szamolandé haromszégek mindegyikét ugyanan-
nyiszor, 2003-szor szamoltuk elébb. Tehét a feladatbeli hdaromszogek szamat ugy kapjuk, hogy az elobbi
paros szamot elosztjuk 2003-mal. Ez egy paros szam lesz.



