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11. osztaly

1. feladat: Egy haromszog a, b és ¢ hosszisagu oldalaira teljesiil az

1 1 3
+ =
a+b a+c a+b+ec

Osszefliiggés. Mekkor az a hosszisagu oldallal szemkozti szog?

Bogddn Zoltdn (Cegléd)

1. feladat I. megoldasa: A nevezékkel szorozva, majd rendezve egyenletiinket az

a? =024+ —be

Osszefiiggést kapjuk. A koszinusztételbdl a? = b2+c%—2bc cos o, ahol av az a hossziisagi oldallal szemkozti

sz0g. A két Osszefiiggés Osszevetésébll cos v = 1/2, azaz a = 60°.

2. feladat: Egy ABC haromszog koréirt koréhez A-ban huzott érinté egyenes legyen t. Legyen M
a BC oldalegyenes és t metszéspontja. Hatarozzuk meg az %—g aranyt k fliggvényében, ha k =

Sipos Elvira (Zenta)

2. feladat I. megolddasa: BC A/ = BAM / hiszen mindkét szdg a hdromszdgiink koréirt korében

az AB ivhez tartozo keriileti szog (az egyik érinté szart).

Ebbdl kovetkezik, hogy az AM B hdromszog hasonlé a CM A héromszoghoz. fgy

CM  AM
MA ~ MB
MA MB
AC ~— BA’

A masodik egyenlet négyzetét az elsé egyenlettel szorozva kapjuk:
MAN?CM _ (MB\* AM
AC ) MA \BA) MB

MA-CM  MB-AM
AC?2 ~  BA?




Rendezés utén adédik, hogy ME = k2.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy barmely n+2 darab egész szdm koziil kivalaszthaté kett6, amelyek
négyzetének kiillonbsége oszthaté 2n + 1-gyel.
Bencze Mihdly (Brassd)

3. feladat I. megolddsa: Az a(2n+1),a(2n+1)x1,a(2n+1)£2,a(2n+1)£3,...,a(2n+1)£n
képletek az egész szamok egy-egy halmazat adjak, ha a az egész szdmokon fut keresztill és £ a két
lehetséges el6jel barmelyikének véalasztasat takarja. A n + 1 képlet olyan, hogy minden egész szamot
pontosan egy képlet ir le (alkalmas a egész szdmmal és alkalmas eldjellel). A skatulya-elvbdl n + 2 egész
szam esetén lesz kettd, amelyeket ugyanaz a képlet ir le. Ekkor azonban a két szam négyzete ugyanazt
a maradékot adja 2n + 1-gyel osztva. Masképpen négyzeteik kiilonbsége oszthatoé lesz 2n + 1-gyel.

4. feladat: H&ény megolddsa van az
2 +xy+y: =27

egyenletnek az egész szamok kozott? Hany megoldds van a raciondlis szamok ko6zott?
Kovdes Béla (Szatmdrnémeti)

4. feladat I. megoldéasa: Az egyenletet négyszerezve és rendezve a kovetkezd (az eredetivel ekvi-
valens formdhoz jutunk):
(22 + y)* + 3y* = 108.

Ha az egész szamok korében dolgozunk, akkor az N7 + 3Ny = 108 formét hasznélhatjuk, ahol Ny és
Ny két négyzetszam. No a 0,1,4,9, 16,25, 36 koziil keriilhet ki. A lehetOségek végigprobaldsa az N, = 81
és No =9, illetve N7 = 0 és Ny = 36 megolddsokhoz vezet. Az els6 lehetéséghdl a 2x +y = +9, y = £3
(négy darab) egyenletrendszerhez jutunk, a masodik lehetéséghdl a 2z +y = 0, y = +6 (két darab)
egyenletrendszerhez jutunk. A linedris egyenletrendszerek megolddsa a kovetkezé hat egész gyokhoz
vezet (z,y) : (3,3),(=6,3),(6,-3),(=3,-3),(=3,6), (3, -6).

Ha a raciondlis szamok korében dolgozunk, akkor végtelen sok gyok lesz. Ezt a kovetkezOképpen
indokolhatjuk. Az (x, y) gyokoket a koordindta-rendszerben dbrézoljuk. Egy racionélis gyoknek megfeleld
(r,7") pont a (3,3) ponttal Osszekotve egy raciondlis (m) meredekségli egyenest hatdroz meg. Ezen
egyenes pontjainak koordindtait az x = 3 +t, y = 3 + t - m formuldkbdl kapjuk, ha ¢t végigfut a valds
szamok halmazan. Keressiik meg ezen egyenes és az 22 + xy + 32 = 27 egyenlettel leirt megolddshalmaz
kozos pontjait. Helyettesités utdn a (3 +t)2 + (3 +t)(3 +t-m) + (3 +t-m)? = 27 egyenletet kapjuk.
Rendezés utdn

(9m 4+ 9)t + (m? +m+ 1)t> =0

egyenletet kapjuk. Ennek egyik megolddsa ¢ = 0, ami az egyenesiink (3,3) pontjinak felel meg. Ami
természetesen egyenesiink és a megolddshalmaz altalunk valasztott metszéspontja. A maésik megoldas

__9m+9 __9m+9 _ 9m249m . T ek
t=—erg EBzaz (3 P R m2+m+1) pontnak felel meg. Minden m racionélis szamra kapunk
sl a  9m49  _ 3m2—6m—6 4 _ 9 9m*49m _ —6m>—6m+3
egy gyOkOt' z =3 mitmil —  mitmil S Y= 3 m24+m+1 — m24+m+1

5. feladat: Egy hiromszog silyvonaldnak egyenesét a vele azonos csicsbdl (A-bdl) indulé szogfelezd
egyenesére tiikrozziik. Bizonyitsuk be, hogy a tiikkorkép az A-val szemkozti oldalt az A-ban Osszefutd
két oldal négyzetének ardanydban osztja.

Dr. Kdntor Sdndor (Debrecen,)

5. feladat I. megoldasa: Legyen a szébanforgd haromszég ABC, ahol a jeloléseket tgy valasztottuk,
hogy ACBZ < ABC/ teljesiiljon. Az A csicsbdl indul silyvonal AF, a szogfelezd AE, a tiikorkép és
BC' metszéspontja T

Az AB-vel F-en at huzott parhuzamos AC-t G-ben metszi, az AC-vel T-n at huzott parhuzamos
AB-t H-ban metszi.



B TEF c

Nyilvanvald, hogy CFGA ~ CBANA és TBHA ~ CBAA.

Konnyt beldtni azt is, hogy AGFA ~ AHT /A, mert az A-nél levé szogeik egyenlok a szogfelezés és
a tilkkrozés miatt; tovabbd AGF/ = AHT / a parhuzamosak miatt.

fgy é—g = ‘;I'TI, amit az ABC hdromszog oldalainak szokésos a, b, ¢ jelolésével és a T'B = x jeloléssel

felirva:

0lo ol
|

EDbbél egyszerli szamoldssal 2= = g—i adédik, amit bizonyitani kellett.

p =

6. feladat: Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazéan:

1

82 =24 — .
V1 — 2

Arokszdlldsi Tibor (Paks)

6. feladat I. megolddsa: A jobb oldal csak |x| < 1 esetén van értelmezve. A z = cos « helyettesitéssel

éliink. Egyenletiink 1j alakja:
1
8cosla =2+ _—
| sin o]

Ha sina > 0, akkor egyenletiinkben elhagyhaté az abszolutérték jele és rendezés utan a kovetkezd
alakhoz jutunk:

1
3sina —4sin® a = ok

A bal oldali kifejezés sin 3a, amibdl 3« értéke & + k- 27 vagy %’T + k- 27 valamely k egész szamra. Ebbol
x = cosa értékei cos 75, cos ?—g, cos 113—;, cos % koziil keriilnek ki.

Ha sin o < 0, akkor egyenletiink teljesen hasonléan kezelhetd, de 1j megoldasokat nem kapunk.



