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10. osztaly

1. feladat: Hény olyan részhalmaza van az {1,2,3,4} halmaznak, amely nem tartalmaz hdrom
szomszédos szémot? Vélaszoljuk meg a kérdést az {1,2,3,4,5} és {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} halmazok esetén
is.

Erdés Gdbor (Nagykanizsa)

1. feladat I. megoldasa: Az {1,2,3,4} halmaznak 2% = 16 részhalmaza van, amibél kettd
haromelem és egy négyelemii tartalmaz hdrom szomszédos szamot. A t6bbi 16 — 3 = 13 részhalmaz
olyan, hogy nem tartalmaz hiarom egymast kévetd elemet.

Az {1,2,3,4,5} halmaz esetén kiilon szdmoljuk azokat a részhalmazokat, amelyeknek 5 az eleme és
kiilon azokat, amelyeknek nem eleme. Ha 5 nem tartozik a részhalmazhoz, akkor az el6z6 részfeladat 13
részhalmaza adja a hozzajarulast az Osszeszamolashoz. Ha 5 eleme a részhalmaznak, akkor két alesetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy 4 részhalmazunkhoz tartozik-e. Ha nem, akkor az 5 nevii elem mellett
{1,2,3} halmaz Gsszes val6di részhalmaza szerepelhet. Ez 7 tovabbi Osszeszdmolandé halmazt ad. Ha
a 4 és 5 is részhalmazunkhoz tartozik, akkor 3 nem lehet benne, de {1,2} tetszlleges részhalmaza
szerepelhet. Bz tovabbi 4 lehetSség. Osszesen 13 + 7 + 4 = 24 megfelel$ részhalmazunk van.

Altaldban legyen r, az {1,2,3,...,n — 1,n} halmaz azon részhalmazainak szdma, amelyek nem
tartalmaznak harom szomszédos szamot. A szamolandé részhalmazokat a kovetkezd harom tulajdonsédg
harom diszjunkt halmazba osztja:

a) n nem eleme,

b) n eleme, de n — 1 nem eleme,

c) nésn—1Iis eleme.

(ez utébbi tulajdonsdg esetén n—2 sziikségszeriien nem tartozik a megszémolandé részhalmazhoz). Az
els6 tulajdonsaggal rendelkez6 részhalmazok szama r,,_1, a masodik tulajdonsaggal rendelkez6 részhalmazok
szama 1,_o, a harmadik tulajdonsaggal rendelkez6 részhalmazok szama 7, _3. fgy Th = Tn—1+7Tn_2o+
rn—s. Tudjuk, hogy r3 = 7, r4 = 13 és r5 = 24. Ebbdl az r, sorozat tovabbi elemei és koztiik r1¢ is
szamolhaté: {r,}10 . = 7,13,24,44,81,149,274,504. Azaz az {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} halmaznak 504
részhalmaza nem tartalmaz harom szomszédos szamot.

2. feladat: Egy ABCD négyzet AB oldaldra mint dtmérére egy félkort rajzolunk a négyzeten
kiviilre. Legyen P a félkor egy tetszéleges pontja. Kossiik 6ssze P-t a négyzet C| illetve D csicsaval. Az
0Osszekoto szakaszok egy-egy pontban metszik az AB oldalt és ezzel hdrom szakaszra bontjdk. Bizonyitsuk
be, hogy a harom szakasz koziil a kozépso hossza a két széls6 szakasz hosszanak mértani kozepe.

Dr. Katz Sdndor (Bonyhdd)

2. feladat I. megoldasa: P-t kossiik Ossze az A és B csuccesal. Az 6sszekotd egyenesek messék a
DC egyenest rendre az A’ és B’ pontokban.




Az AB szakasz hérom részre osztdsat a P pontbdl a DC' egyenesre vetitve a hdrom részszakasz
vetitett képe A'D, DC és CB’ lesz. Mivel az AB vetitett szakasz parhuzamos azzal az egyenessel,
amelyre vetitettink, ezért A’D, DC és C' B’ hossza ardnyos az AB szakasz hirom részének hosszaival.
Elég beldtni, hogy A’D és C'B’ mértani kozepe DC.

Az ADA' haromszoget vizszintesen toljuk el gy, hogy az AD oldal a BC poziciéba keriiljon. Az
eltolt hdromszog a BC' B’ haromszoggel egyiitt egy derékszogli hdromszoget alkot (a B-nél kialakuld szog
egyenld az APB/ szbggel, ami Thalesz tétele alapjan derékszog). Erre a hdromszogre a magassagtételt
alkalmazva adddik az allitas, hiszen a haromszog atfogdjahoz tartozé magassiga BC, amely DC-vel
azonos hosszusagu.

3. feladat: Egy ABC haromszog belsejében felvesziink egy M pontot, majd 6sszekotjiik a hdrom
csticesal. Az AM egyenes messe a szemkozti (BC') oldalt az A’ pontban. Hasonléan legyenek B’ és C’
a BM és CM egyenesek és a megfeleld csicsokkal szemkozti oldalak metszéspontjai. Tudjuk, hogy M
felezi az AA’ szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy

AB’ n AC"
B'C  C'B
Dr. Pintér Ferenc és Biré Bdlint (Nagykanizsa, Eger)

1.

3. feladat I. megoldasa: A’-n keresztiil htizzunk parhuzamost az AB oldallal. Ez messe P pontban
a CC' szakaszt. Az AC'M haromszog és M PA’ héromszog hasonlé és az AM = MA’ feltétel miatt
egybevigs. Igy az A’'P szakasz hossza azonos az AC! szakasz hosszdaval. AC'/C'B a CPA' és CC'B
hasonlé haromszogek hasonldsdgi ardnya. Ez masképpen A’C/BC.

Teljesen hasonléan AB'/B'C = BA'/BC. Igy

AB'  AC' BA'  AC  BA+AC
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4. feladat: Hatarozzuk meg azokat a p és g természetes szamokat, amelyekre a p, q, p + q és
p? + ¢%> —p — ¢ — 1 négy szam mindegyike prim.
Oldh Gyérgy (Komdrom)

4. feladat I. megoldasa: Legyen p és ¢ olyan, hogy a feladatbeli négy szdm prim. Ekkor p és ¢
legalabb 2, p+ ¢ legalabb 4. Mivel p+ ¢ prim, ezért paratlan, azaz p és g paritasa kiillonbozik. Szimmetria
okokbdl feltehetjiik, hogy ¢ paros (p paratlan). ¢ primsége miatt ¢ = 2 és tudjuk, hogy p, p+2, p*> —p+1
primszamok.

p, p+ 1 és p+ 2 kozil az egyik harommal oszthatd. p 4+ 2 legaldbb négy és prim, igy nem lehet
héarommal oszthatd. Két eset marad.

1. eset: p oszthatoé harommal. p prim, igy csak p = 3 lehetséges. Ellenorizhetd, hogy ez megoldast is
ad.

2. eset: p+ 1 oszthaté harommal. Ekkor p? —p+1 = (p+1)? — 3p egyrészt prim, masrészt hdrommal
oszthatd. fgy p? —p+1 =3, ahonnan a p természetes szam értéke csak 2 lehet. Ekkor azonban p+q = 4,
igy nem kapunk 4j megoldast.



Csak ap=3, ¢ =2, illetve p =2, ¢ = 3 szdmpérok a megfelelek.

5. feladat: Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazén:

1 3 5 7
= (z—2)%
1—1‘+3—x+5—x+7—x (2 )

Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)

5. feladat I. megoldasa: Rendezve:

() () () () oo

LIRSS SNV S —0
T\1=273-z"5-z "7T-2 vy ="

A szorzat gy lehet 0, ha az els§ tényezd 0 (ezzel megkaptuk az 21 = 0 elsd gyokot), vagy a masodik
tényez6 0. A méasodik lehetGségre vonatkozo egyenletet tovabbalakitjuk:

1 1 1 1
4—z)=0.
(1—x+7—x>+<3—x+5—x>+( ) =0

A két zardjelben a torteket kozds nevezdre hozva 4 — x k6z6s tényez6 lesz mindegyik tagban:

(4—:,;)( 2, 2 +1)_o.

22 —8x+7 22-—-8x+15

A szorzat ismét akkor lesz 0, ha elsd tényezéje 0 (ez adja mésodik gyokot, xo = 4-et), vagy a mésodik
tényezdje 0. A mésodik lehetséghez tartozé gyckok megkereséséhez vezessiik be a t = 22 — 8z + 11 1j

valtozot: 5 5
— 4+ —4+1=0.
t—4+t—|—4jL

Ebb8l t24+4t—16 =0, t; 5 = —2+2/5. A t = 22 — 82+ 11 Ssszefiiggés t +5 = (z —4)? alakban is frhaté.
Valés z-gyokot akkor kapunk, ha t + 5 nem-negativ, azaz t = —2 + 21/5. Ekkor x3 4 = 4 £+ /3 + 21/5.

6. feladat: A pozitiv egész szdmok A és B halmaza hasonld, ha vannak olyan a,b > 2 természetes
szamok, hogy A mindegyik elemét a-val szorozva ugyanahhoz a halmazhoz jussunk mintha B mindegyik
elemét b-vel szoroznank. Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv egész szamok halmaza nem bonthaté fel két
diszjunkt halmazra gy, hogy azok hasonlok legyenek.

Farkas Csaba (Kolozsvdr)

6. feladat I. megolddsa: A feladat hibdsan lett kitlizve, az (a,b) = 1 feltétel kimaradt. Ebben az
esetben a megoldds a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy mégis ketté tudjuk osztani két diszjunkt hasonld (A
és B) halmazra a pozitiv egészek halmazat. Legyen a és b a hasonldsdgot bizonyité szdmok. Feltehetd,
hogy 1 € A. Ekkor a -1 a B halmaz b-szeresei kozott lenne, ez azonban ellentmondds, hiszen b fa.

A kitlizott feladatra azonban lehet ellenpéldat talalni, legyen A azon pozitiv egészek halmaza, melyek
primtényezds felbontdsaban a 2 paros kitevén szerepel, B pedig azoké, melyekben nem. Ebben az esetben
a =4, b = 2 valasztassal a halmazok lathatéan hasonldk lesznek.



