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11. osztaly

1. feladat: Ha tudjuk, hogy cosz + sinx = a, akkor fejezziik ki a fiiggvényeként az S3 = cos® z +
sin® z, illetve Sy = cos* x + sin®  Gsszeget. Keressiik meg az Osszefiiggést az Sy, Sp_1 és Sn_o Osszegek
kozott, ha S, = cos™ x + sin™ x, ahol n tetszbleges pozitiv egész szdm.

Péics Hajnalka (Szabadka)

1. feladat I. megoldasa: A cosz + sinx = a Osszefiiggés mindkét oldaldnak négyzetre emelésébil
adddik, hogy
cos? x +sin? z + 2sinz cosz = a?,

illetve ebbdl az, hogy

. a? -1
sinz cosz = :
2
Tovébbé,

271 3 3
Sg:(cosx+sinz)3—3cosxsinz(cosx+sinx):a3—3a 5 4= a2+ a4
2_1\?  —a'+2a2+1
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Végil pedig,

cos z 4+ sin" x = (cos" ! x +sin" ! x)(cos x + sinz) — cos zsin z(cos" 2 x + sin™ 2

x)
miatt )
-1
Sn = S’n—l ca— aT : Sn—2

a keresett Osszefiiggés.

2. feladat: Az ABCD paralelogrammaérdl tudjuk, hogy AC = 6 cm, és |DB| = |AD|. Legfeljebb
mekkora lehet a paralelogramma teriilete?
Katz Sandor (Bonyhdd)

2. feladat I. megolddsa: Legyen az &tlék metszéspontja F', legyen AD = DB = b, és jeldljiik az
AFD szbget a-val, a paralelogramma teriiletét T-vel!

Az AFD héromszogre koszinusz-tételt felirva: b2 = & + 9 — 3bcosa. Ebbél cosa = 1252°. Ebbsl
sin2aq = 4062 —b*—144
- 1652 :

9
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_ AC?h? sin® o
==

T2 = 9h?sin’ a = 1%(40(;2 — bt —144) = —— (b* — 20)* + 144 < 144.



Tehat T" maximuma 12, ha b = /20 .

2. feladat II. megoldasa: Az AEC haromszégben m? + (37“)2 = 62. Ebb8l m = ,/%.

144 — 9¢2 2 — 042
T:a-m:a-\/4449“ :\/a (1444 9a%) _

3 \/9a2(144 —9a2)  \/9a2(144 — 9a2)
B 36 - 6 '

A szamtani és mértani kozép Osszefliggését hasznalva adédik

9a2(144 — 9a2) w 1
= 6 - .

T =

Tehat T maximuma 12, ha 9a? = 144 — 942, azaz a = V/8 és m = \/18.
2. feladat III. megoldasa: FD = %, ezért FD:AD=1:2.

D

Ha az AF = 3 szakaszt rogzitjik, akkor D az AF szakaszhoz tartozé 1 : 2 ardnyd Apolldniusz-korén
helyezkedhet el, amely illeszkedik azokra az S és R pontokra, amelyekre AS : SF =2:1, azaz F'S =1,
és AR: FR=2:1, azaz FR = 3.

Tehat a kor atméréje 4, sugara 2. Az AF D haromszogben AF = 3, ezért teriilete akkor a legnagyobb,
ha magassiga a legnagyobb, vagyis m = 2 esetén.

Ekkor Tappa = 32/2=3.T = 4Tarpa = 12.

2. feladat IV. megolddsa: Hiuzzuk be az ABD héaromszog masik két silyvonalat is! Mivel a
haromszog egyenlé szard, ezért SA =SB = 2.

A a B
Az ABS hiromszog teriilete akkor a legnagyobb, ha a két silyvonal meréleges egymadsra, ekkor
Tspan = 22/2 = 2, viszont

1 1
Tspan = gTABDA = 5T'



Tehat T maximuma 12, ha az ABD haromszog s, és sp silyvonalai mer6legesek egymaésra.

3. feladat: Adjuk meg a /z + /z + &z = Va3 egyenlet Gsszes olyan valds megoldasat, amelyekre
x < 1 teljesiil.
Biré Bdlint (Eger)

3. feladat I. megoldasa: A négyzetgyok értelmezése miatt x > 0. Az x = 0 nyilvanvaléan gyoke

az egyenletnek, ez megfelel az x < 1 feltételnek is. Legyen most /= = a, ezzel \/x = a*, ¥z = a? és
Va3 = a’. Ezzel a jeloléssel:

at + a? +a= a6,
azaz

a(a® +a+1)=ad°. (1)

Mivel a = 0 esetén x = 0 lehet csak, és azt az esetet mar vizsgaltuk, ezért a tovdbbiakban x # 0 és igy
a # 0. Ekkor viszont (1) helyett az
a+a+1=d (2)

egyenletet kapjuk. (2) atalakithaté:

a+1=a> (a®>—1)
at+1=a* (a+1)(a—1).

Mivel > 0 miatt most a > 0, ezért a +1 # 0, s igy
a-(a—1)=1,

vagyis
tehét

Osszuk el (4) mindkét oldaldt 2-vel!

Alkalmazva az a® és 1 szdmokra a szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget:

4 3
a a’+1
i > a3
2 2 - ’
ahonnan
8
a 3
Z Z a-,
majd a pozitiv a3-el valé osztds utan:
a® > 4,

ezutan pedig a > v/4 kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy /z > V4, azaz Vad > V48, és ezért x° > 216
teljesiil. Eszerint: z > 8 - v/2, ugyanakkor v/2 > 1, és = > 8, ez azonban ellentmond z < 1-nek.
Eszerint feltételeink mellett a kiinduld egyenletnek egyetlen megoldéasa van, mégpedig x = 0.

4. feladat: Egy tetszéleges /Ay hdromszogbe beirjuk a A; haromszoget ugy, hogy csicsai az
el6bbi haromszogbe irt korvonal és a haromszog oldalainak érintési pontjai. A Ay haromszogbe beirjuk
a /o haromszoget ugyanilyen médon. Ezt az eljardast a A,y haromszog megszerkesztéséig folytatjuk.
Bizonyitsuk be, hogy a A7 haromszog barmelyik szége nagyobb 59°-ndl és kisebb 61°-nal.

Neubauer Ferenc (Munkdcs)



4. feladat I. megoldasa: Legyen ABC' az adott haromszog, O a beirt kor kézéppontja, A; B1C1 az
els6 beirt haromszog. Akkor AB1OCT négyszog hirnégyszog, mivel By és C szogeinek Osszege 180°, ezért

C

31 Ay

/XY

A Cy B

B,OC1£ =180°—AZ.
Ezért B1A1C1/4 = A1/ = 0,5B;0C1 £ = 90° — 0,5AZ. Hasonléképpen A, 14 = 90° — 0,54;Z, ahol
i=1,2,...,6. Ha

60° —e < AZ < 60° + ¢, (5)

akkor A; szOgre igaz a kovetkezd egyenlétlenség:
o € o € o € o €
30 —§<0,5A4<30 +§ < —30 —§<—0,5A4<—30 +§
o € o o € o € o €
60 f§<90 — 0,544 < 60 +§ <~ 60 f§<A14<60 +§'

Ebben az esetben viszont az A; szogek mindegyikére igaz: 60° — 57 < A4;4 < 60°+ 57, ahol i =1,2,...,7.
Tehat . .
60°—?<A74<60°+?.

Mivel az (1) egyenlStlenség teljesiil a /g héromszogre e = 120° esetében, ezért a A7 hdromszogre
kapjuk:
120° 120° 120° 120°

60 7<A74<60 + 57 <~ 60 —128<A74<60 +128

— 59° < A7/ < 61°.

Nyilvanvald, hogy a Bz és C7 szogekre ugyanez az értékelés érvényes.
4. feladat II. megoldasa:
Lépésenként kifejezziik az A; (1 =1,2,...,7) szogeket az AL segitségével:
A4 =90° - 0,544
A/ = 90° — 0,541/ =90° — 0,5(90° — 0,54/) = 45° + 0,52 AZ;
A3/ = 67,5° —0,5%A/;

Ayl = 56,25° +0,5*A;
As/ = 61,875° — 0,5°A/;
AgZ = 59,0625° 4 0,56 A;
A7/ = 60,46875° — 0,57 A/.

Mivel 0° < AZ < 180° , ezért 0° < 0,57A/ < 1,40625° <= —1,40625° < —0,5"A/ < 0° <=
59,0625° < A7/ < 60,46875° <= 59° < A7/ < 61°.

5. feladat: Van n? darab egységnégyzetiink, ezekbdl egy m X n-es nagyobb négyzetet raktunk
Ossze. Legfeljebb hany kis négyzetet lehet elvenni ugy, hogy a megmaradé alakzat keriilete ugyanannyi
legyen, mint a nagy négyzeté, de Osszefiiggé maradjon a kovetkezd értelemben: az alakzat barmely kis
négyzetének barmely belsé pontjabol barmely masik kis négyzet barmely belsé pontjaba el lehessen jutni
olyan tuton, amely teljes egészében az alakzathoz tartozik és nem halad at egyik kis négyzetcsicson sem.



Urbdn Jdnos (Budapest)

5. feladat I. megolddsa: Az n? darab kis négyzetbdl (n — 1)? darabot el lehet venni, példdul tgy,
hogy a bal oldali oszlop és az alsé sor megmaradjon.

fgy 2n — 1 kis négyzet maradt.

2n — 2 kis négyzet mar kevés, mert az Osszefiigglség miatt a 4(2n — 2) = 8n — 8 Gsszkeriiletbdl a
csatlakozdsok miatt 2(2n — 3) = 4n — 6-ot kell levonni, igy az alakzat kerliletére csak 4n — 2 marad.

6. feladat: Hanyféle médon lehet a természetes szamokat pirossal és zolddel szinezni gy, hogy tel-
jesiiljenek a kovetkezo feltételek: a 6-os piros; 1étezik olyan természetes szam, amely zo6ld szinii; barmely
két kiilonbo6z6 szinli szam Osszege zold, a szorzatuk pedig piros?

Szabé Magda (Szabadka)

6. feladat I. megolddsa: A harmadik feltétel ekvivalens a kévetkezé allitassal: minden piros szdm
oszthaté valamilyen egynél nagyobb szammal. A jobbrdl balra terjed6 implikdcié direkt kozvetkezik,
tehat csupan a balrdl jobbra torténdé kovetkeztetést kell igazolni.

Legyen az n a legkisebb piros szam és a feltétel alapjan minden kn is piros, tetszéleges k természetes
szam esetén. Bizonyitani kell, hogy maés fajta szamok nem léteznek és ezt indirekt uton tessziik. Tegyiik
fel az ellenkezdjét, vagyis hogy van olyan piros m szém, amely gn + r alakd (0 < r < n). A gn piros,
ezért az r is piros, hiszen ellenkez6 esetben, gn piros voltabol és abbdl, hogy r zold, az Osszegnek is
zOldnek kell lenni. Tehat ellentmondashoz jutottunk, mert a feltétel alapjan n a legkisebb piros szam.

Ezutan levonhatjuk a kovetkeztetést, hogy haromféle szinezés lehetséges:

1. A pirosak a paros szamok, mig a zoldek a paratlanok.
2. A pirosak a hdrommal oszthaté szamok, mig a tobbi szdm zold.

3. A pirosak a hattal oszthatd szdmok, mig a tobbiek a zoldek.



