XV. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Zenta, 2006. marc. 18-22.

10. osztaly

1. feladat: Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szdmok kérében (a € R, (\3/5)3 =a):

€/2+x iq,/2—6313_1
x x

1. feladat I. megoldasa: Végezziik el az alabbi atalakitést:

\3/ 2+ \3/ 2—6z _
x r
2 2
ERTE
x x
Vezesstink be 1j véaltozot, példaul legyen y = % — 6, s ekkor a

Vy+7-y=1
3_ 3

egyenlethez jutunk. Emeljiik kobre a kapott egyenletet a kovetkezd azonossdg alapjén: (a — b)® = a® —
b3 + 3ab(a — b), és hasznéljuk fel, hogy jelen esetben a — b = 1. Ekkor a kovetkez6t kapjuk:

Pintér Ferenc (Nagykanizsa)
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y+7-y=3V(y+Ny-1=1,
rendezve
Vy2+Ty =2
Y +Ty—8=0
ylzlésyg = 8.
Visszahelyettesitve x-re a kovetkez6t kapjuk:
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xry = ?,.IQ =—1.

Ellenorzéssel belathatjuk, hogy mindkét gyok kielégiti az eredeti egyenletet.

2. feladat: Az ABC héiromszogben AC = BC, a BC, CA, AB oldalakat a beirt kor rendre az A’,
B’, C'" pontokban érinti. Az AA’ szakasz a beirt kort D-ben, a B’D egyenes az AB oldalt E-ben metszi.
Mutassuk meg, hogy AE=EC" .

Katz Sdndor (Bonyhdd)

2. feladat I. megoldasa: Jeloljiikk az ABC haromszog alapon fekv szogeit a-val, az A’ AB szoget
p-vel.



E

Szimmetria miatt A’B’||AB, ezért DA'B'/ = ¢.

DA’B’" a DB’ ivhez tartozo keriileti szog, ugyanezen ivhez tartozé érintészari keriileti szog az AB’'D
szog. gy AB'DZ = ¢.

AB'ED ~ ABA'D, mert megegyeznek két szogben (a és ¢). B-bOl és szimmetria miatt A-bol a
korhoz hiizott érinté szakaszok egyenl8k, ezért A’B : AB = 1: 2. A hasonldsdg miatt AE : AB' =1:2,
tehat AFE = AC'/2.

3. feladat: Legyen A =3 +32+33 4 ...+ 32005 4 32006 ¢g B =2 4 22 4 23 .. 4 22005 4 92006,
Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan C pozitiv egész szam, amelyre B2 + C? = A2
Biré Bdlint (Eger)

3. feladat I. megoldasa: Ismeretes, hogy a 2 pozitiv egész kitevdjli hatvanyainak utolsé szamjegyeibdl
all6 sorozat periodikus, mégpedig ez a periddus a 2;4; 8; 6 szamokbdl 4ll. Hasonléképpen periodikus a 3
pozitiv egész kitevGji hatvanyainak utolsé szamjegyeibol 4llé sorozat is, ez a periédus: 3;9;7; 1.

Ha egy-egy periéduson belil Gsszeadjuk a 2 hatvanyait, akkor lathato, hogy az igy kapott szam
0-ra végzddik. Ugyancsak O-ra végzodik egy peridduson beliil a 3 hatvanyainak Osszege is. Mivel 2006 =
4-501+2, ezért A utolsé szamjegyét az egy periéduson beliili els6 két szamjegy Osszege donti el. Eszerint
A utolsé szdmjegye 2. Hasonléan kapjuk, hogy B utolsé szamjegye 6. Mindebbél kivetkezik, hogy A2
és B? utolsé szdmjegyei 4 illetve 6.

Ha létezne olyan C egész szém, amelyre a feltétel szerint B? + C? = A? teljesiilne, akkor az el6zdek
szerint C? utolsé szdmjegye 8 volna, hiszen ekkor C? = A? — B? is igaz lenne. De C? négyzetszam és a
négyzetszamok végzodése nem lehet 8 .

Ezzel belattuk, hogy nincs olyan C pozitiv egész szam, amelyre B2 4+ C? = A2,

Megjegyzés: ezzel azt is bebizonyitottuk, hogy nincs olyan egész szam oldalhosszisagu derékszogi
hiromszog, amelynek egyik befogdja B, atfogdja pedig A.

4. feladat: Az ABCD négyzet AB oldalan legyen E az A-hoz koézelebbi harmadolé pont, F' a
CD oldal felezépontja. Az ED, illetve BF' egyenesek messék az AC atlot az M, illetve az N pontban.
Hasonldk lesznek-e az AEM és a C'NF haromszogek? Indokoljuk.

Kdntor Sandorné és Sipos Elvira (Debrecen illetve Zenta)

4. feladat I. megoldésa: Az AEM és a CNF haromszogben EAM / = FCN / = 45°, valamint az
AEM és M DC haromszogek hasonléak. Igy |AB| : |[AC| = v2:2, |[AM| : |MC| = |AE|: |CD| =13,
ezért |AE| : |AM| = 1/3|AB| : 1/4|AC| = 2v/2/3.

Mésrészt [CN|: [NA| = |CF|:|AB| =1:2és |CN|: |CF|=1/3|AC|: 1/2|AB| = 2v/2/3.

|AE|: |AM| = |CN| : |CF|, amib8l kovetkezik az AEM és a C NF héromszogek hasonldk (két oldal
ardnya és a kozbezart szog megegyezik).

4. feladat II. megoldasa: Az AEM és a CNF haromszogben EAM/ = FCN/Z = 45°.

tgAEM/Z =3, tgCFN/ =2, AME/Z = 180° — 45° — AEM /,

tg AME/ = —tg(45° + AEM /) = —113 = 2. Ezért AME/ = CFN/Z, tehédt az AEM és a CNF
héromszogek hasonldk (két-két szogitk megegyezik).



5. feladat: Ha az adott a1, az, as valds szdmokra és by, by, b3 € R\ {0} szamokra fenndll az 1 < £ <2
(1 =1,2,3) egyenltlenség, akkor bizonyitsuk be, hogy

a3 + a3 + a3 +2(b3 + b3 + b3) < 3(arby + azbs + azbs).

Szabs Magda (Szabadka)

5. feladat I. megolddsa: Az 22 — 3z + 2 < 0 egyenlStlenség az = € [1,2] esetén teljesiil, tehat az
1 =1,2,3 értékeire teljesiilnek a kovetkezd egyenlGtleségek:
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(a’> —3% 1<,

amelynek dtalakitdsaval a? + 207 < 3a;b; az i = 1,2, 3 értékeire, és ezen egyenlétlenségek Gsszeaddsa
eredményezi a bizonyitandé egyenlOtlenséget.

6. feladat: Vonalas fiizetiinkben a szomszédos egyenesek tavolsiga 1 egység. Létezik-e olyan
téglalap, amely oldalainak hossza egész és csicsal négy kiilonbozd vonalra illeszkednek?
Bogddn Zoltdn (Cegléd)

6. feladat I. megoldasa: Az abran x,y egész, a két, o szbget tartalmazéd derékszogli haromszog
hasonlé. Az £ = cosa és § = sina Osszefiiggés-ben a-t gy kell megvélasztani, hogy sina és cosa

racionalis legyen.

Ekkor a és b is raciondlis. Ha legalabb egyik nem egész, akkor az a és b szamokat k6zOs nevezore
hozva, a nevezének megfelel6 ardnyd C kozépponti kézéppontos hasonldosiggal a téglalapot felnagyitva

egy kivant megoldédst kapunk. Meg kell mutatni, hogy van olyan «, amelyre sin «;, cos « racionalis. Ilyen
példaul a sina = %, cosa = %, a 3, 4, 5 pitagoraszi szamharmasbdl. Elképzelheté olyan megoldas is,

hogy valamely pitagoraszi szdmhédrmasbdl spekulativ dton ad valaki megoldédst (példdul egy 5 egység
oldalan négyzetet).



