XV. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Zenta, 2006. marc. 18-22.

9. osztaly

1. feladat: Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan négyzetszam van, amely felirhaté a 2 két nemnegativ
egész kitevoji hatvanyanak Osszegeként. Igaz-e a megfeleld allitas a 3 hatvanyaira is?
Urbdn Jdnos (Budapest)

1. feladat I. megolddsa: 29+ 23 =9, és tetszbleges n > 1 egészre 22" +22"+3 = 22n.9 = (27. 3)2,
32 +3% =9+ 27 = 36 = 62, és tetszbleges n > 1 egészre 32"+2 4 32743 = 32n(32 1 33) = (3" . 6)2,
tehat a megfeleld allitds a 3 hatvanyaira is igaz.

2. feladat: A nyaron egy kis faluban volt az osztaly kirdndulni. Az egyetlen bolt arukészlete minden
reggel ugyanaz volt. Mi voltunk az els6 vasarlok és a kiflik felét, a zsemlék negyedét, a tej egyotodét
elvittiik, és ezért 1800 Ft-ot fizettiink. Masnap az el6z6 napival azonos arukészletbol a kifliknek és a
zsemléknek is a harmadat, a tejnek negyedét vittiik el, és most 1500 Ft-ot fizettliink. Harmadnap megint
méasként rendeltek az osztalytarsak, és most a kiflik hatodat, a zsemlék Ot tizenketted részét, a tejnek
hérom tized részét vittiik el. Mennyit fizettiink a harmadik napon?

Katz Sandor (Bonyhdd)

2. feladat I. megoldasa: Ha a kiflik, a zsemlék és a tej teljes napi arukészletének arat k, z és t
bettikkel jeloljiik, akkor
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Arra vagyunk kivancsiak, mennyi ¢ + 75 + §5 értéke.

Az els6 két feltételbdl kozvetleniil nem tudjuk meghatdrozni k, z és ¢ értékét. Azonban lathato,

hogy ha a mésodik kétszeresébol kivonjuk az elsot, akkor a harmadikat kapjuk. Valéban: 2—; —kE_ &k
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Eszerint a harmadik napon 2 - 1500 — 1800 = 1200 Ft-ot fizettiink.

3. feladat: Az ABC haromszogben D az AB oldal felezépontja, E az AC oldal, F' pedig a BC'
oldal egy-egy tetszbleges pontja. Bizonyitsuk be, hogy a DEF haromszog teriilete kisebb az AED és
BF D héromszogek teriileteinek 6sszegénél.

Neubauer Ferenc (Munkdcs)

3. feladat I. megoldasa: Szerkessziink az F'D egyenes meghosszabbitasara X pontot ugy, hogy
DX = DF teljesiiljon. Ekkor a DEF haromszog teriilete egyenld lesz a DEX haromszog tertiletével.



Az AX D és BF D haromszogek egybeviagdak két oldal és a kozbezdrt szog egyenlOsége alapjan, ezért
szintén egyenld teriilettiek. Az EAXD négyszog mindig konvex, mivel FAX/ = FAB/Z + BAX/ =
CAB/Z+ ABCZ < 180°. fgy a DEX haromszog teriilete mindig kisebb a DEAX négyszog teriileténél,
ami viszont pontosan az AED és AX D, vagyis a BF D haromszogek tertileteinek Osszegével azonos. Az
allitas bizonyitott.

4. feladat: Legyen egy haromszog oldalainak hossza rendre a, b, illetve c. Igazoljuk, hogy ha

(a\/§+ V3 + C\/5>2 = 10(a® + b* + &),

akkor a haromszog derékszogu.
Kovdces Béla (Szatmdrnémeti)

4. feladat I. megoldasa: Végezziik el a feltételi egyenletben a miiveleteket és alakitsunk at
ekvivalensen:

2a2 + 3b2 + 5¢2 + 2v/6ab + 2v/10ac + 2v/15b¢ = 10a2 + 1062 + 10¢2
8a? + Tb? + 5¢2 — 2¢/2v/3ab — 2v/2v/5ac — 24/3v/5bc = 0
2 2 2 u .
(a\/g—bﬂ) +(a\/5—0\/§) —|—(b\/5—c\/§) =O<:>ﬁ:%:%.

Eszerint a hdromszogiink hasonlé a /2, v/3, v/5 oldalhossziisdgi haromszoghoz, amely Pitagorasz
tételének megforditasa alapjan derékszogl. Igy tehat valéban derékszogli lesz a haromszog.

5. feladat: Adott a sikban 2006 pont ugy, hogy barmely harom &ltal meghatarozott haromszog
tertilete legfeljebb 1 egység. Bizonyitsuk be, hogy ezek a pontok lefedhetok egy 4 egységnyi tertilet
haromszoggel.

Ovdriné Csabai Mdria (Kecskemét)

5. feladat I. megoldasa: A pontok véges sok haromszoget hataroznak meg, tehat van koztiik
maximalis teriiletd, jeloljiikk ezt ABC-vel! Huzzunk mindhdrom csicsdn at parhuzamost a szemkozti
oldallal, A-n 4t a-t, B-n 4t b-t, C-n 4t c-t! Az a egyenesnek a BC-vel szemkozti oldalan nem lehet pont,
mivel az a B és C pontokkal ABC-nél nagyobb teriiletii haromszdget alkotna. Hasonlé allitas lesz igaz
a méasik két egyenesre is, tehat az Osszes pont az a, b és ¢ egyenesek altal hatdrolt siktartomanyban fog
elhelyezkedni, ennek teriilete viszont az ABC haromszog teriiletének négyszerese lesz, vagyis legfeljebb
4 egység, ezt a siktartomanyt tehat le tudjuk fedni egy legfeljebb 4 egység teriileti haromszoggel, és
minden pont benne lesz. Ezzel a feladatot megoldottuk.



6. feladat: Jancsi egy 6 X T-es négyzetrdacs valamelyik mezejére gondolt. Peti szeretné kitalalni,
hogy melyik mezére. Peti ramutat egy mezére, majd Jancsi a kovetkez6 valaszok valamelyikét mondja:
forrd, meleg, langyos, hideg. A vélaszadés szabdlya a kovetkezé: Jancsi forrét mond, ha Peti eltaldlta a
gondolt mezdt, meleget mond, ha a gondolt mezovel élben szomszédosra mutatott Peti, langyost mond,
ha csicsban szomszédosra mutatott. Végiil hideget mond, ha a gondolt és a mutatott mezonek nincs
kozos pontja. Ha Peti tigyesen kérdez, akkor legrosszabb esetben hany mutatasra lehet sziiksége, hogy
ki tudja talalni a gondolt mez6t?

Kiss Sdndor (Nyiregyhdza)

6. feladat I. megoldasa: A tabla 42 mezobél all. Ha Peti ramutat egy mezére, azzal arrdl a
mez6rol és a koriilotte 1év6 nyolerdl kaphatunk kozvetlen informaciot. A legrosszabb esetben egy mezo
kivételével mindegyikrél kell kozvetlen informaciét kapnunk (esetleg j6 taktikdval el lehet érni, hogy
kizdrdsos médszerrel csak 41 mezdre kérdezziink rd). Ez azt jelenti, hogy legaldbb 6 kérdést fol kell
tenniink a legrosszabb esetben, mivel 4 kérdéssel 36 mezo6rol szerezhet Peti informaciét, a kimaradé
6 mezonek viszont akarmilyen elhelyezkedése esetén elképzelhetd, hogy 2 ramutatasra van sziikségiink
ahhoz, hogy kitaldljuk, melyik mezére gondolt Jancsi.

6 rdmutatés viszont biztosan elegendé lesz, mivel ha a tablazatbdl ”levagjuk” a jobb oldali oszlopot
és a megmaradt 6 x 6-os tablazatot négy db 3 x 3-as részre osztjuk. Ezek kozéps6 mez6jére mutatva Peti
megtudhatja, a 3 x 3-as négyzetben van-e a gondolt mez6. Ha igen, akkor vagy a kozéps6 mezo az, ekkor
megtalalta, vagy valamelyik mésik, ekkor a valasztdl fliggben négy lehetésége maradt: a négy sarokmezo
vagy a négy oldal kozépsé mezdje. Mindkét esetben valamelyik oldal kozépsé mezGjére mutatva két
lehetdség kiejthetd, a maradék kett6bdl pedig egy ramutatdssal Peti megtaldlhatja az igazit, ez legfeljebb
44 2 = 6 ramutatés.

Ha a 3 x 3-as tablazatok mindegyikében "hideg” vélaszt kap, akkor a gondolt mez6 a ”levagott”
oszlopban van. Ennek két kozépsé mezdje koziil mutasson ré Peti az egyikre! Ha "meleg” vagy ”forrd”
vélaszt kap, legfeljebb két lehet6ség maradt, ezekbdl egyetlen ramutatassal bizonyossigra juthat. Ha
a valasz ”"hideg”, az oszlop egyik végén 1 mez6 marad ki, a masikon ketté. E koziil a kettd koziil
valamelyikre rdmutatva egyértelmiien meg tudja mondani, hogy melyik volt a gondolt mez6: ”forrd”
valasz esetén az, amire mutatott, "meleg”-nél a szomszédos, "hideg”-nél pedig a harmadik kimaradt
mez6. Lathatéan ebben az esetben is legfeljebb 6 mezore kellett ramutatnia. Ez pedig azt jelenti, hogy
a valaszhoz legfeljebb 6 mezore kell ramutatnia Petinek, és ez a szam tovabb mar nem csokkentheto.



