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12. osztaly

1. feladat: Hény megolddsa van az egész szdmok korében az 22 + y? = 3(u? + v?) egyenletnek?
Szabs Magda (Szabadka)

1. feladat I. megoldédsa: Csak egy megoldds van még pedig a (0,0,0,0), mert az egész szdmok
négyzetének 3-mal vett osztdsi maradéka 0 és 1 lehet, ezért az 2 + y? csak akkor lehetne hirommal
oszthaté szam, ha az = és az y is harommal oszthaté szam, tehat

x =3z, y =3y, vagyis u> +v? =3 (:ﬂ% + yf) )
akkor pedig

u2+v2:%(m2+y2) < (:1:2+y2).

2. feladat: A 100 oldali K konvex sokszog az 1 méter oldali négyzet belsejében fekszik. Mutassuk
meg, hogy K cstcsai koziil kivalaszthaté harom tgy, hogy az altaluk meghatarozott haromszog teriilete

kisebb, mint 8 ¢cm?.
Bencze Mihaly (Brassd)

2. feladat I. megoldasa: Mivel a sokszog benne van a négyzetben, keriilete legfeljebb 400-zal
egyenld. Legyenek A, Ao, ..., Ajgo a sokszOg csicsai. Tekintsiik az A1 Ay + AsAg; As Az + A3Ay; ..
AggAigp + A100A1 szamokat. Ezen 100 szamnak az Gsszege a sokszog teriiletének a kétszerese, tehat
< 800. A Dirichlet-elv szerint létezik egy olyan n index, hogy A, A, 11+ An+14nio < 8. Igazoljuk, hogy
az AnApt1An+2 hiromszog teriilete < 0,0008. A hdromszog teriilete < két oldala szorzatanak a felénél,

AnAn—i-l : An+1An+2 < (AnAn+1 + An+1An+2)2 < (Oa 08)2

Ter (A, A,114, <
er ( +1A4n42) < 9 = 4 =

= 0,0008.

3. feladat: Az a,, sorozatot a kovetkez6 médon definidljuk:

n+1
ar =1, a,= 1(a1+a2+...an_1), han > 1.

Hatarozzuk meg asggs értékét!
Péics Hajnalka (Szabadka)

3. feladat I. megoldasa: Hatdrozzuk meg a sorozat elsé néhdny elemét.

= 1=2-1
a = 3=3-1
a3 = 8=14-2
ag =20 =54
as =48 = 6-8



Vegyiik észre, hogy a sorozat altalanos eleme: a, = (n + 1) - 2”2 Igazoljuk észrevételiinket matem-
atikai indukciéval! n = 1-re a; = (1 + 1)-2172 = 1. Tegyiik fel, hogy az 4llitas igaz minden k = 1,2,...,n
esetén. Igazoljuk, hogy az dllitds igaz (n + 1)-re, azaz an11 = (n+2) - 2"~ 1. Ekkor

n+2
nt1 = — (a1 +az+...+ay) =

n+2

(2:27"4+3-2°44-2"+5-2°+ ..+ (n+1)-2"77).

Ha S =2.27143.2044.2145.22 4+ .+(n +1)-2"2 akkor 25 = 2:2943.21+4.22 4. .+(n + 1)-2" 1,
majd a kovetkezd gondolatmenettel adédik, hogy

S=25-8S=-1-(2"+2"+2°+. .. +2" %)+ (n+1)-2" ' =

2n—1 1
: +(n+1)-2"t=pn.2" 1

= 1-1.=—
2-1

Végiil, a,qp1 = 22 . S = (n+2) - 2”71, amit igazolni is akartunk. Most pedig asgos = 2006 - 22003,

n

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben az a és a b oldalakhoz tartozé sulyvonalak
merdlegesek egymaésra, akkor
5(a® 4+ b* + %) > 8ab,

ahol ¢ a haromszog harmadik oldala.
Oldh Gyérgy (Komdrom)

4. feladat I. megoldédsa: Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: BC' = a, CA = b. A tovabbi
jelsléseket a 2. dbran taldljuk, ahol E és F oldalfelezé pontok. AF = la+b, BE = a+ 1b.

C
E F
RN
A B

Tudjuk, hogy ezek a vektorok merdlegesek egymaésra, ezért skalaris szorzatuk zérus:

1 1 1
<2a+b> (a—|— 2b) =0, azaz §(a2+b2)+ga-b:0.

Kiszémitjuk az a-b skalaris szorzatot, a-b = a-b-cos (180° — v) = —a-b- cos~, ahol kdzben bevezettiik
az |a] = a, |b| = b jelolést. Ezutan el6bbi egyenletiink igy {rhato: % (a2 + b2) — ga -b-cosy = 0, amibél
cosy = % . “22?:52. Mivel a és b pozitiv, és a? + b? > 2ab, ezért cosy > %. A cosinus-tételbdl: cosy =

%, ezt az el6z6 egyenlétlenségbe helyettesitve kapjuk: % > %7 ebbdl 5 (a2 + b2 — 02) > 8ab,

ami nem mas, mint a bizonyitandé egyenlotlenség.

5. feladat: Igazoljuk, hogy az
2® — 102" +102° — 202 + 52 — 2 =0

egyenlet egyetlen valés gyoke = = 24 /3 + V9 + /27 + V/81.
Kovdes Béla (Szatmdrnémeti)



5. feladat I. megoldésa:

5 5 5 5 5 5 5 5 2 V3 +1
x=2+\/§+\/§+\/ﬁ+\/81:1+1+\/§+\/§+\/ﬁ+\/81:1+\5/3 1:£ N

Legyen t = v/3, az x = X4 helyettesitéssel az adott egyenlet: t* —3 = 0 , melynek egyetlen valds gydke
az /3. Az f: R\ {1} x R\ {1}, f (t) = 22 fiiggvény bijektiv, ebbdl kivetkezik hogy az adott egyenlet

egyetlen valés gyoke: %?*i, ami pontosan az adott x valés szam.

Megjegyzés: Az adott egyenlet ekvivalens az (z + 1)° = 3 (z — 1)° egyenlettel.
Altalanositds: Az (x + 1)5 = a(x — 1)° egyenletnek egyetlen valés gyoke van:

£f1_1+2(1+f+\ﬁ+f+\ﬁ)

6. feladat: Mutassuk meg, hogy minden pozitiv egész n esetén fennallnak a

n 1 n 1
2 T e ®

k=1
azonossagok.
Ddlyai Pdl Péter (Szeged)
6. feladat I. megoldasa: Igazoljuk az (1) azonossdgot:

—~ 1 1 & E=1D (k-1) _
S o = )

k=1 k k=1

k=D n—k+1-k) kY
*Z kTl Z Vfﬂ Vk+1 -

k=1 n+1 =1 n+1

1 nl
n+1 (n+1)!

A miésodik azonossdgot teljes indukciéval igazoljuk. n = 1 estén a (2) Osszefiiggés az 1—11 =T 20 alakot
olti, ami igaz. Most tételezziik fel, hogy a (2) igaz n = m pozitiv egészre, azaz fenndll a > ., k(,lm) =
f

Sy W% (3) Osszefiiggés. Igazoljuk, hogy ekkor fenndll a (2) Osszefliggés n = m+1 esetén is. Valéban

= k(" kzlk(’";?l) m“ Er= 1T
S| 1 o
:72 W—,—’_i: m— )
24 km kTl e fgmoRE

ami igazolja allitdsunkat. Tehét a teljes indukcid elve alapjan kovetkezik, hogy a (2) azonossig fenndll
barmely n pozitiv egész szam esetén.



