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11. osztaly

1. feladat: A valds szamok x,, sorozata a kovetkezd mdédon van definidlvas:

4714’xn—1

Tn—2

r1=a>0, zo2=b>0, =z, , han>3.

Hatarozzuk meg az xogos értékét az a és b fiiggvényeként!
Szabd Magda (Szabadka)

1. feladat I. megoldésa: z3 = 1l g, = Hatb 5o — ke 5. — o 2. = b tehdt a sorozat tagjai

a ’ ab b
0t0s periédusban ismétlodnek, ezért az xo005 = x5 = ib“.

2. feladat:
Egy haromszog oldalaira teljesiil az a*+b* = ¢* Osszefiiggés. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a hiromszog
szogeire tgo - tgf = 2sin?~, ahol v a ¢ oldallal szemkozti szog.
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Bogddn Zoltin (Cegléd)

2. feladat I. megoldésa: A koszinusztétel szerint a? + b — 2ab - cosy = ¢2, ezt négyzetre emelve
és 2ab-val osztva:
ab—2- (a2 —|—b2) cosy + 2ab - cos®y =0,

ahol folhasznaltuk az a* + b* = ¢* feltételt is.

Utébbi alakban a koszinusztétel szerint a? + b? = ¢ + 2ab - cosy felhasznaldsaval ab = 2¢? - cosy +
2ab cos? y adédik.

frjunk cos? vy helyett 1 — sin? y-t és osszuk c>-tel:

b b
2cos'y+a—2—2a—2~sin2’y:0.
c c

Alkalmazzuk ebben az Gsszefliggésben a szinusztételt:

2cosy + w —2sina -sinf3 =0,
sin® «y

% =0, és nyilvan sin~y # 0.

Mivel cosy = —cos (o + 3), az Osszegzési tétel szerint a zdrdjelben 1évé kifejezés (— cosa - cos 3)
lesz. Ezt folhasznélva 2 (— cosa - cos 5) + S”;slifmﬁ = 0 kaphaté.

Mivel az oldalak nagysagviszonyabdl kovetkezik, hogy « és § csak hegyesszog lehet, cos « - cos 3-val
oszthatunk és még sin? y-val szorozva tga - tg3 = 2 - sin® v adédik.

Tekintve, hogy atalakitasaink megfordithatok, a feladat allitasanak megforditdsa is igaz.

A létezés kérdésére igennel vélaszolhatunk. Tekintsiik pl. az a = 1, b = 1, ¢ = v/2 esetet. Itt az
a+b>césa*+ bt =ctis fennall.

amibél 2 - (cosy —sina - sin 8) +

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha a, b és ¢ pozitiv valds szamok, akkor

a /b c
+ + > 2.
\/b—I—c c+a a+b

Neubauer Ferenc (Munkdcs)



3. feladat I. megoldasa: A kifejezésnek akkor van értelme, ha vagy mindhdrom véltoz6 egyszerre
pozitiv, vagy mindhdarom egyszerre negativ, vagy az egyikiik egyenld nulldval, a masik ketté pedig nem.
Ez utébbi esetben, pl. hac =0, a \/%—i— \/g > 2 egyenl6tlenséget kapjuk, ami kozismert. Ha mindhdrom

valtozo negativ, akkor ugyan azt az esetet kapjuk, mint harom pozitiv esetében. Ezért elegendd ebben
az egy esetben a bizonyitdst elvégezni.

Alkalmazzuk a Cauchy-féle egyenl6tlenséget a 2+<

a

bte 4 q
b—i—c'1S =+ :a+b+c’ ahonnan a > 2a .
a 2 2a b+c " a+b+ec
/b 2b 3 c 2c
> és > .
at+c  a+b+ec a+b " a+b+c
a b c 2a 2b 2¢
+ + > + + =2
b+c a+c a+ a+b+c a+b+c a+b+c

4. feladat: Mennyi a tizes szdmrendszerben felirt 1-1!+2-2143-3!+...+2005-2005! szdm utolsé
500 szamjegyének Osszege?

és 1 szamokra:

Ugyanigy:

Végil:

Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)

4. feladat I. megoldédsa: Mivel k- k! = (k + 1)! — k!, ezért az Gsszeg
(2! —11) 4+ (3! =21 + ...+ (2006! — 2005!) = 2006! — 1.

Megéllapithatjuk, hogy 2006! hany nulldban végzddik. Mivel 2006! primtényezés felbontdsaban 2
hatvanykitevéje nagyobb, mint 5 hatvanykitevGje, a nulldk szdma 5 hatvanykitevgjével egyenlo:

1, 2,3, ..., 2006 koziil 5-tel oszthatdk:
1-5,2-5,3-5,...,401-5; 6sszesen 401 szam.

Az 5-6t szorzé (aldhizott) szdmok koziil 5-tel oszthatd szdmok:

1-5,2-5,...,80-5; 0sszesen 80 szadm.
Az aldhtzott szamok koziil 5-tel oszthatd szamok:
1-5,2-5,3-5,...,16-5; Osszesen 16 szam.

Az itt aldhtzott szamok koziil 5-tel oszthaté szamok: 15, 2-5, 3 - 5; Osszesen 3 szdm, az aldhizott
szamok nem oszthatok 5-tel.
Ennek alapjan 2006! primtényezds felbontasaban az 5 hatvanykitevGje

401 4 80 4 16 4 3 = 500,

ami azt jelenti, hogy 2006! utolsé 500 szamjegye nulla, s igy 2006! — 1 utolsé 500 szamjegye 9-cel egyenld.
Tehat a szdm utolsé 500 szadmjegyének Osszege:

500 - 9 = 4500.
5. feladat: Ezer birkat, melyek a 000, 001, 002, ..., 998, 999 szamokkal vannak megjeldlve,
este a juhaszkutydk szdz olyan akolba terelnek be, melyek ajtajain a 00, 01, 02, ..., 98, 99 kédok

olvashaték. Minden birkdnak olyan akolban kell éjszakédznia, melynek kodjat megkapjuk, ha a birka
szémdnak valamelyik szdmjegyét toroljiik. (Az 537-es birka tehét csak az 53, 57 vagy a 37 kdédszdmu
akolba mehet.) S6tétedés el6tt minden birka bekeriilt valamelyik akolba. Mennyi az iiresen maradé aklok
szamanak lehetd legnagyobb értéke?

Erdés Gdbor (Nagykanizsa)



5. feladat I. megoldasa: A keresett maximum értéke 50.

Mivel minden haromjegyii szamban van két azonos paritasu szamjegy, ezért ha azokat hagyjuk meg,
akkor minden birka beterelheté egy olyan akolba, amelynek két szadmjegye azonos paritasd, az ilyen
akolok szdma 50. Ekkor 50 akol iiresen marad.

A bizonyitds nehezebb része annak beldtasa, hogy tobb tires akol nem lehet, mivel legaldbb 50 akolra
sziikség van.

Valasszuk ki a birkdk 3 csoportjat. Hivjuk konstans birkdnak azokat, akiknek mindharom szamjegye
azonos, optimista birkanak, akiknek szamjegyei novekvo sorrendben kovetik egymast, és pesszimistanak,
akiknek szamjegyei csokkend sorrendben kévetik egymast.

A konstans birkdknak 10 kardmra van sziikségiik: 00, 11, 22, ..., 99. Ide a masik két csoport egyik
birkdja sem mehet be. (De a csoportok egyikébe sem tartozé igen, pl. 199 szamu.) Hasonléan nyilvédnvald,
hogy optimista birka nem keveredhet a pesszimistak akoljaba és forditva. Elég tehat beldtni, hogy az op-
timistaknak legalabb 20 akol kell, mert akkor szimmetria okokbdl ugyanez elmondhaté a pesszimistakra
is, igy Osszesen 10 + 20 + 20 = 50 tele akolnak legalabb kell lennie.

Legyen S,, 2n darab nem negativ egész szam halmaza. Nevezziik S, -birkanak azokat a birkakat,
akiknek a kodjanak mindharom szamjegye ebbdl a halmazbdl valé. Lassuk be, hogy az optimista S,,-
birkdk szamadra legaldbb n - (n — 1), vagyis az eredeti feladatban 5 - 4 = 20 akolra van sziikség.

A bizonyitashoz alkalmazzunk teljes indukciét. n = 1-re az &llitas trividlisan igaz, és n = 2-re is
konnyen atgondolhatd. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz, és lassuk be, hogy n-re is az.

Legyen S,, legkisebb eleme a. Ha feltessziik, hogy mindegyik ac jelii akol foglalt, ahol ¢ az S,, valame-
lyik eleme, akkor ez 2n — 1 tele akolt jelent, igy mivel S,,-bdl a-t és barmely mésik elemet elhagyva egy
2n — 2 elemii S, halmazt kapunk, az indukciés feltétel szerint ebben a halmazban mér biztosan van le-
galdbb (n — 1)-(n — 2) darab foglalt akol, igy a foglalt akolok szdma legaldbb (n —1)-(n —2)+2n—1 >
n-(n —1). Tegyiik fel most, hogy lesz olyan iires akol, amelynek a kédja a-val kezdédik. Ha t6bb van, a
legnagyobb kédut hivjuk ac-nek. Hagyjuk most el az S,,-bél a-t és c-t. Az igy kapott S,,_1-hez tartozo
optimista birkdk szdmdra az indukciés feltétel szerint legaldbb (n — 1) - (n — 2) akol sziikséges, mig az
ide nem tartoz6 S, -birkdk, akiknek a kddja abe, csak az ab vagy be akolba mehetnek (ac iires), ezért
ezen két akol egyikében lesz birka, {gy mivel b helyére S,,_1 mind a 2n — 2 eleme beirhatd, az optimista
Sp-birkdk szaméra legaldbb (n — 1) - (n —2) +2n— 2 =n- (n — 1) akol sziitkséges.

6. feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden x, y valds szampar esetén fennall a

\/9+x2—3x\/§+\/x2+y2—xy\/§+\/16+y2—4y\/§25

egyenl6tlenség.
Dr. Kiss Sdndor (Nyiregyhdza)

6. feladat I. megoldasa: Adjunk geometriai tartalmat a problémanak!

Vegyiink fel egy ABC' derékszogli haromszoget, amelyben AC' = 3, BC' = 4, AC = 5 egység. Az
AC B derékszoget osszuk 3 egyenld részre. A most kapott szogharmadolé félegyeneseken vegyiik fel a D
és az E pontokat tetszolegesen. Legyen CD = z és CE = y. frjunk fel egy-egy cosinus tételt az ACD
haromszogben az AD oldalra, a DC'E haromszégben a DFE oldalra és az EC'B haromszogben az EB

oldalra.
AD = \/9+ 22 — 3zV3

DE = \/22 4+ y2 — 2yV3

EB = \/16 + 42 — 4yV/3.

Hasznaljuk fel, hogy a torott vonal hossza legalabb annyi, mint a végpontjait 6sszekotd egyenes szakasz.
Ezeket Osszeadva kapjuk a bizonyitandé Gsszefliggést.
Egyenldség csak akkor all fenn, ha a D és E pontot az atfogdn vessziik fel.



