XIV. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Miskolc, 2005. madrc. 20-25.

10. osztaly

1. feladat: Adott 6t szakasz, melyek koziil barmely harombdl haromszog szerkeszthets. Mutassuk
meg, hogy a szakaszok koziil kivélaszthat6 harom, melyekbol hegyesszogli haromszoget lehet szerkeszteni.
Bencze Mihdly (Brassd)

1. feladat I. megoldasa: Legyenek z1 < x5 < z3 < x4 < x5 az 0t szakasz.
Ha feltételezziik, hogy az Osszes alkothaté haromszogek tompak vagy derékszoguek, akkor

2 2 2 2 2 2 2 2 2
T3 > T + T3, Ty > T3+ X3, Ty > XT3 + T,
innen 23 + 23 > 22 + 23 + 23 + 23 vagy
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
xz > x5 +xy > x] + 205 + a5 > o] + 205 + a5 > (v1 + 22)

azaz Ts > x1 + T2, ami ellentmondas, mert x1, xs, x3 szakaszokkal szerkesztheté haromszog.

2. feladat: A sik két szabalyos haromszog ABC és PR(Q) olyan helyzetben vannak, hogy az R pont
az AB szakasz bels6é pontja, a C' pedig a PQ bels6 pontja, mikozben A és P a C'R egyenes azonos
oldaldn helyezkednek el. Bizonyitsuk, hogy az AP és BQ egyenesek parhuzamosak!

Szabs Magda (Szabadka)

2. feladat I. megolddsa: Mivel a CAR/Z = RPC/ = 60° és az ARCP hurnégyszog, igy az
APR/ = ACR/Z, anal6g médon BQR/ = BC R/, amelybdl kévetkezik, hogy

APC/ + BQC/ = APR/ + RPC/ + BQR/ + RQC/ =
= ACRZ + 60° + BORZ + 60° = ACB/ + 120° = 180°,

ezért AP parhuzamos BQ-val.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy az x> — 200422 + rz + 2005 = 0 egyenletnek minden r valés
egyltthato esetén legfeljebb egy egész megoldasa van.
Oldh Gyorgy (Komdrom)

3. feladat I. megoldasa: Tételezziik fel, hogy az adott egyenletnek valamely r szam esetén a,
b két egész gyoke van. Ennélfogva a harmadik ¢ gyoknek szintén egész kell, hogy legyen, mivelhogy
a+ b+ c = 2004.

Az a, b, ¢ szdmok mindegyike nem lehet paratlan, mivel az 6sszegiik paros. A szorzatuk, 2005 paratlan,
ami lehetetlen. Tehat az egyenletnek legfeljebb egy egész gyoke lehet.

4. feladat: Hatarozzuk meg azokat az m és n pozitiv egész szamokat, melyekre teljestil az
(m® +n) - (m+n’) = (m+n)*

egyenloség.
Erdés Gdbor (Nagykanizsa)

4. feladat I. megoldasa: A miiveleteket elvégezve, a pozitiv a és b szdmokkal osztva kapjuk, hogy
(m-n+1)>=4(m+n)? azazm -n+1=+2-(m+n).



A két diofantoszi egyenletet kiilon megoldva az (5, 3) és (3,5) megoldasok adédnak.

5. feladat: Az ABC derékszogli haromszog AC és BC befogdira kifelé szerkesztett négyzetek
ACDE és a CBGF. Az AGF és BDE derékszogli haromszogek AG és BE étfogdinak metszéspontja
legyen P, a P-n d&tmend AC-vel, illetve BC-vel parhuzamos egyenesek pedig messék az ABC haromszog
oldalait a K és M, illetve az L és N pontokban. Mutassuk meg, hogy a K LM N négyszog szimmetrikus
trapéz!

Bird Balint (Eger)

5. feladat I. megoldasa: A GAB haromszogben a PK = x szakasz parhuzamos a BG = a sza-
kasszal, ezért felirhatjuk a parhuzamos szel6szakaszok tételét a kovetkezdképpen: (1) £ = %. Ugyanc-
sak a parhuzamos szel6szakaszok tétele miatt (vagy az FAG és az NAP haromszogek hasonldsdga
kovetkeztében): (2) £ = 4L (1) és (2) dsszevetésébdl @ = v kovetkezik. Mivel a PK és a PN szakas-
zok parhuzamosak az ABC haromszog befogéival, ezért a fentiekre is tekintettel kijelenthetjiik, hogy a
K NP hiromszog egyenlOszaria derékszogl haromszog.

Hasonléképpen lathatjuk be a parhuzamos szel6szakaszok tétele segitségével (vagy a BM P ésa BDE
illetve a BPL és a BEA haromszégek hasonlésidga alapjan), hogy: (3) 7 = % és ¥ = BP ahonnan
2 = ¥, illetve z = y adédik.

Ebbdl pedig az kévetkezik, hogy az LM P derékszogi haromszog is egyenl6 szaru.

Ezért pl. az M N szakasz a K és az L pontbdl is 45°-o0s szogben latszik, tehat a K és az L pontok
rajta vannak az M N szakasz folé rajzolt 45°-os latészogkoriven, igy a K, L, M, N pontok egy koron
vannak, vagyis valéban egy hirnégyszog csicsai.

Megjegyzés: a bizonyitas menete alapjan kénnyen belathatd, hogy K LM N szimmetrikus trapéz is.

BE?

6. feladat: Ezer birkat, melyek a 000, 001, 002, ..., 998, 999 szamokkal vannak megjelolve, este a
juhészkutydk széz olyan akolba terelnek be, melyek ajtajain a 00, 01, 02, ..., 98, 99 kédok olvashatok.
Minden birkdnak olyan akolban kell éjszakéaznia, melynek kodjat megkapjuk, ha a birka szaménak
valamelyik szdmjegyét toroljik. (Az 537-es birka tehat csak az 53, 57 vagy a 37 kdédszdmu akolba
mehet.) Sotétedés elétt minden birka bekertilt valamelyik akolba. Mutassuk meg, hogy legfeljebb 50
akol maradhatott tiresen!

Erdés Gdbor (Nagykanizsa)

6. feladat I. megoldasa: A keresett maximum értéke 50.

Mivel minden haromjegyii szamban van két azonos paritdsu szamjegy, ezért ha azokat hagyjuk meg,
akkor minden birka beterelheté egy olyan akolba, amelynek két szamjegye azonos paritasd, az ilyen
akolok szdma 50. Ekkor 50 akol iiresen marad.

A bizonyitds nehezebb része annak beldtasa, hogy tobb iires akol nem lehet, mivel legaldbb 50 akolra
sziikség van.

Viélasszuk ki a birkak 3 csoportjat. Hivjuk konstans birkanak azokat, akiknek mindharom szamjegye
azonos, optimista birkanak, akiknek szamjegyei novekvo sorrendben kovetik egymast, és pesszimistanak,
akiknek szdmjegyei csokken6 sorrendben kovetik egymaést.

A konstans birkdknak 10 kardmra van sziikségiik: 00, 11, 22, ..., 99. Ide a masik két csoport egyik
birkdja sem mehet be. (De a csoportok egyikébe sem tartozé igen, pl. 199 szamu.) Hasonléan nyilvédnvald,
hogy optimista birka nem keveredhet a pesszimistak akoljaba és forditva. Elég tehat belatni, hogy az op-
timistaknak legalabb 20 akol kell, mert akkor szimmetria okokbdl ugyanez elmondhaté a pesszimistakra
is, igy Osszesen 10 + 20 4 20 = 50 tele akolnak legalabb kell lennie.

Legyen S,, 2n darab nem negativ egész szam halmaza. Nevezziik S,-birkanak azokat a birkdkat,
akiknek a kédjanak mindhdrom szamjegye ebbdl a halmazbdl valé. Lassuk be, hogy az optimista S,,-
birkdk szdmadra legaldbb n - (n — 1), vagyis az eredeti feladatban 5 - 4 = 20 akolra van sziikség.

A bizonyitashoz alkalmazzunk teljes indukciét. n = 1-re az allitds trividlisan igaz, és n = 2-re is
konnyen atgondolhatd. Tegyiik fel, hogy n — 1-re igaz, és lassuk be, hogy n-re is az.

Legyen S, legkisebb eleme a. Ha feltessziik, hogy mindegyik ac jelii akol foglalt, ahol ¢ az S,, valame-
lyik eleme, akkor ez 2n — 1 tele akolt jelent, {gy mivel S,-bél a-t és barmely masik elemet elhagyva egy



2n — 2 elemii S,, halmazt kapunk, az indukciés feltétel szerint ebben a halmazban mér biztosan van le-
galdbb (n — 1)-(n — 2) darab foglalt akol, igy a foglalt akolok széma legaldbb (n —1)-(n —2)+2n—1 >
n-(n —1). Tegyiik fel most, hogy lesz olyan iires akol, amelynek a kédja a-val kezdédik. Ha t6bb van, a
legnagyobb kédut hivjuk ac-nek. Hagyjuk most el az S,-bél a-t és c-t. Az igy kapott S,,_1-hez tartozd
optimista birkdk szdmdra az indukciés feltétel szerint legaldbb (n — 1) - (n — 2) akol sziikséges, mig az
ide nem tartoz6 S,-birkdk, akiknek a kddja abe, csak az ab vagy be akolba mehetnek (ac iires), ezért
ezen két akol egyikében lesz birka, igy mivel b helyére S,,_1 mind a 2n — 2 eleme beirhatd, az optimista
Sp-birkdk szdméra legaldbb (n — 1) - (n —2) +2n— 2 =n- (n — 1) akol sziikséges.



