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12. osztaly

1. feladat: Mennyi a legkisebb értéke az f (x) = 1og,2_9, 12005 73%%9;1 fliggvénynek?
Szabd Magda (Szabadka)

1. feladat I. megolddsa: A logaritmus alapja 22 — 22 + 2005 = (x — 1)2 + 2004, ami = barmely

értékével 1-nél nagyobb. Tovabba 3%%34 < 1. A (0;1) intervallumban az 1-nél nagyobb alap mellett a

kisebb alapi logaritmusfliggvény grafikonja van alacsonyabban. Ezért az adott fliggvény értéke akkor
. 2 . . , . Vi
a legkisebb, ha (z — 1)~ + 2004 a legkisebb, vagyis x = Il-re. Tehdt, min f (z) = logyos oonr =
1

108500, 200472 = -3 Altaldnositva, minden valés z értékre f (z) = log,2 9,114k ‘/—KK > —3.

2. feladat: Oldja meg a kovetkezo egyenletet:

_ I . - 629
4Sll’1 T . 57 sin x 47 Sin T . 5511'1 x —
* 50

Bencze Mihdly (Brassd)

2. feladat I. megoldésa: A 450 . 550" @ Lifejezés inverze a 4~ 5% . 550" @ Lifejezésnek. Ezért

gsinz . 5—sinlw y helyettesitéssel az y + % = % egyenlethez jutunk, melynek gyokei 52—0 és 2—25 Akkor
s L1
el6szor: 457 ® . 5=sn T = % Vessziik mindkét oldal 2-es alapti logaritmusat:

1
inz-logyd — —— -1 = log, 2 — log, 2
sinz - log, . 08y 5 0gy 0g,y 25

2sin?z 4 (2logy, 5 — 1)sinz — log, 5 = 0

1—2logy 5+ (2logy 5+ 1)

Sinl‘172 = 4 .
sinz; = 3§ <= a1 = (—1)k% + km,k € Z; sinzg = —logy5 < —1, ezért innen nincs gyok.
Maésodszor:
: - 25
4511’1]: .5—sm 1.’L‘ [
2
i log, 4 L 1 5 =1 25 —1 2
sinz - lo ——lo = lo —1lo
&2 SNz &2 22 15
2sin?2 — (2logy 5 — 1)sinz — logy 5 = 0
21 —
Sy, = 0g,5— 1+ (2logy 5+ 1).
’ 4
x1 = logy 5 > 1, ezért ebbél nincs gyodk, sinzy = —% = 1o = (—1)]€+1 G Thkmk€Z Az xy =1

sorok Osszevonhatok egy képletbe: =% +nm, n € Z.

3. feladat: Egy hdromszog oldalai 13 cm, 14 cm és 15 cm. Mekkora a tdvolsig a haromszog
silypontja és a koré irt kor kézéppontja kozott?



Kicska Gyorgy (Munkdcs)

3. feladat I. megoldasa: Legyen az adott ABC haromszoghen AB = 13 cm, AC = 14 cm,
BC = 15 cm. O — a koré irt kor kozéppontja, S — a haromszog sulypontja, H — a magassagpontja.
Ha a haromszoget egy S kozépponti és k = 2 aranyd homotécidval leképezziik, akkor minden oldal a
vele parhuzamos és a szemben fekv6 csticson athaladé oldalba képezddik le, melynek felezpontja az
adott haromszog csicsa lesz. De ekkor az oldalfelezé merélegesek O metszéspontja a H magassagpontba
képezddik le, mikézben SH = 250. Kiszamitjuk a HO tévolsdgot, annak harmada lesz a keresett
tavolsdg.

A héromszog teriilete Heron képletébol: v21-6-7-8 =4 -3 -7 = 84. A koré irt kor sugara R =

% = %5. Az AM magassig % = 55—6 AM B hiromszogben: BM = /132 — (%)2 = ,/% = 35—3

— _15_33_ 9
OP=FM =3 — % = 3.
OF B derékszogii haromszogben

65\% /15)\°2 625 25
OF‘W) (5) =S =5 -rm

A homotéciabdl: AH = 20F, ezért

HP = AM — AH —PM =20 225 _ 13

5 4 8 40
. o _ 732 9\2 _ 6625 __ 5265 __ /265
Most HPO derékszogli haromszoghdl HO = /(5)" + (35)" = /58 = 220 = Y25 Vigiil
SO = ¥Z%5 ~ 0 6783,

4. feladat: Bizonyitsa be, hogy egy hegyesszog radianmértéke kisebb, mint szinuszdnak és tan-

gensének szamtani kozepe.
Bogddn Zoltin (Cegléd)

4. feladat I. megoldasa: Az O/ = « szogben O kozépponttal egységnyi sugaru korivet rajzolunk,
és a szog szaraival keletkezett A és B metszéspontokba meghtizzuk az érintéket. Azok metszéspontja
legyen C', az A ponton dthaladé érinté és a szog OB szardnak metszéspontja D.




A BCD derékszogli haromszoghél CD > BC = AC, tehidt a BC'D haromszog teriilete nagyobb,
mint az ABC haromszogé. De Tgep = Toap + Toacp; ugyanakkor Tapc = Toacs +Toan, ezért igaz
a kovetkezd egyenl()'tlenség Toap —Toacs > Toacs —Toas. Ebbdél Toap —Toacs > 2. TOAC’Ba ami
pedig nagyobb az O AB kércikk teriiletének kétszeresénél. Az O AD harombzog teriilete 5-OA-AD = tg"‘

bln (%

az OAB héaromszogé L 5-1-1sina = , az OAB korcikké pedig az =% - a radidnos teriiletképlet alapjan
g ca = 5. Végiil, tho‘ + % > 2.5 =a Az allitas blzonyltott.

5. feladat: Igazolja, hogy sin1°, cos1° és tg1° szamok irraciondlisak!
Gecse Frigyes (Cegléd)

5. feladat I. megoldasa: A bizonyitds soran tObbszor felhasznaljuk majd a koévetkez6 allitést:
A raciondlis szamok halmaza zart a szamtani mitveletekre nézve. Tegyiik fel, hogy a sin1°, cos1° és

tg 1° szamok kozul legalabb az egyik raciondlis szdm. Akkor a cos2a = 2cos?a — 1; cos2a = 1 —
1—

2sin? o, cos2a = < képletekbdl kivetkezik, hogy cos 2° szintén raciondlis szam. ElSbbi képletek

1+ tg?
egymads utani tovabbi 11-szeri alkalmazéasaval kapjuk, hogy cos4°, cos8°, cos 16°, ...cos4096° szamok
is raciondlisak, ahol 4096 = 2'2.

De
c0s4096° = cos (4096° — 360° - 11) = cos 136° = — cos 44°,

ami azt jelenti, hogy cos44° szintén raciondlis. Akkor viszont cos88° = sin2° is raciondlis. Most a

sin 2a = 2sin acos v képletet egymas utan 4-szer alkalmazva azt talaljuk, hogy sin 4°, sin 8°, sin 16° és

— V3

sin 32° is raciondlis. Végiil, egyrészt cos 30° 5

ami nyilvan irraciondlis, médsrészt
cos 30° = cos (32° — 2°) = cos 32° cos 2° 4 sin 32° sin 2°,

ami a fentebb bizonyitottak alapjan raciondlis szam. A kapott ellentmondds azt mutatja, hogy fel-
tevéslink helytelen volt, azaz igaz a feladat allitasa.

6. feladat: Bizonyitsa be, hogy a haromszogbe irt kor r sugarara, a hozzairt kérok rq, rp, re sug-
araira és a haromszog p félkeriiletére érvényes a /77, + /T -1y + /T -Tc < p egyenlStlenség. (A
haromszog hozzairt korének nevezziik a hiaromszog egyik oldalat kiviilrol érintd, és a masik két oldal
meghosszabbitdsat érinté kort.)

Oldh Gyérgy (Komdrom,)

6. feladat I. megoldasa:

2 2 2
\/TTQJF\/TT})JF\/TT(_\/W \/pr \/pr

:\/ p*r?(p—b)(p—c) +\/ p*r?(p—a)(p—c +\/ p*r?(p—a)(p—b)
pp—a)(p—0)(p—c) p(p—a)(p—"0)(p—-c pp—a)(p—0)(p—c

=V-bp—-c)+vVp—a)lp—c)+V(p—a)(p—b)

Az utébbi egyszerfisitésnél a haromszog ismert teriiletképleteit alkalmaztuk: T = présT = \/p(p —a) (p — b) (p —



Végiil alkalmazzuk a /2y < % (z + y) kézismert 4llitdst:

VI Ta+ T+ yrre<sp-btp—c)+3p—a+p—c)+5p—a+p—b) =

(p—b+p—ctp—a+p—c+p—a+p—b)=3(6p—4p) =p

NI= M=

Az allitas igazolt.

7. feladat: Legyena, = (\/ “24+vV2-3+4. n-(n+ 1))7 ahol n nullatdl kiilonbozé természetes

szam. Bizonyitsa be, hogy a.,, egészrésze egyenlo " egeszreszevel'

Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)

7. feladat I. megoldéasa: Alkalmazva a vab < a—“’ ismert egyenl6tlenséget, és azt, hogy az
egyenléség csak a = b esetben &ll fenn, értékeljiik az adott klfejezést felilrél:

1/1+2 243 n+(m+1)\
an<< B + — B ...+2>—
=5 —((14+2+...+n)+2+3+...4+n+n+1)) =
1 n+1 n(n+3)\ n+2
2n 2 2
Mésrészt a, > = (1+2+4 ...+ n) =2 Teh4t,
n+1 <n—|—2
Ay, .
2 2

Ha n = 2k, ahol k nullatol kilonboz6 természetes szam, akkor az elébbibol kovetkezik, hogy k —|— <
a, < k+1, ami azt jelenti, hogy [a,] = k. Ugyanakkor [”—“] [k + 3] = k, tehét, ebben az esethen
[a,] = ["H} Ha n = 2k+1, ahol k természetes szam, akkor k+1 < a,, < k+1+ %, melybdl kovetkezik,
hogy [an] = k + 1. Mésrészt, ebben az esetben [“$1] = [k+ 1] = k + 1, ami ismét azt jelenti, hogy
[a,] = [2]. Igy az allitast igazoltuk!




