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11. osztaly

1. feladat: Bizonyitsa be, hogy 9" — 8n — 1 oszthaté 64-gyel, ahol n nemnegativ egész szam.
Oldh Gyérgy (Komdrom,)

1. feladat I. megolddsa: A bizonyitast a matematikai indukcié médszerével végezzik. n = 1-re az
allitas igaz. Tegyiik fel, hogy igaz n = k-ra, vagyis 9¥ —8k—1 oszthat6 64-gyel. Bebizonyitjuk, hogy ebben
az esetben igaz n = (k + 1)-re is, vagyis 9**! — 8 (k + 1) — 1 is oszthaté 64-gyel. 9¥*1 — 8 (k +1) — 1 =
9.9F 8k—-8—-1=9 (9’€ — 8k — 1) + 64k. Az els6 sszeadandé oszthatéd 64-gyel az indukcios feltételezés
alapjan, a mésodik 64 tobbszordse. Tehat, az Gsszeg is oszthaté 64-gyel, azaz az allitas bizonyitott.

2. feladat: Igazolja, hogy a kiilonb6z6 oldali haromszogben a legkisebb szdg csiicsabdl huzott
szogfelezd a leghosszabb!
Dr. Kantor Sdndor (Debrecen,)

2. feladat I. megoldasa: Legyenek a, b és ¢ a haromszog oldalai, o a haromszog legkisebb szoge
(értelemszertien a — a legkisebb oldala), I, — e sz6g csicsdbdl hiizott szogfelezd. Akkor a haromszog
teriiletének kétszeresét kétféleképpen felirva, kapjuk: besin v = bl sin 5 +-cl, sin 5. Ebbél [, = wf’fcs)% =
2

B

%cbifcs Z, Ugyanigy 1, = Q‘IZTCS 2. Mivel a < 3 és a cos az els6 negyedben fogyé fiiggvény, ezért
cos 5 > COS g Megmutatjuk, hogy ﬁ > -
b a bla+c)—alb+c)  bc—ac  c(b—a)
b+c at+c  (bte)(at+c)  (b+c)(at+c) (b+c)(ate) ’

ami az el6bbi allitast igazolja. Tehat [, > . Hasonléan kapjuk, hogy I, > [.. Vagyis [, a leghosszabb
szogfelezd.

3. feladat: Oldja meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenletet:

Var?2 —4x +2 = \/i_( 21;_1_1)2

1
2z—1

Biré Badlint (Eger)

3. feladat I. megoldasa: Atalakitjuk a kiindulé egyenletet: 1/ (22 — 1)2 +1= \/5—(2—7«1—1—1)
2x—1
2

Nyilvanvald, hogy 22 — 1 > 0 <— z > % Legyen 2z — 1 = a. Akkor va2 +1 = m, vagy

\/I
a+i=y2- (\/6—1)2. Mivel a pozitiv, ezért a + 1 > 2 és /a+ £ > 2. De akkor \/a — 1 = 0 kell
legyen, vagyis a = 1. Visszahelyettesitve: 2z — 1 = 1, ahonnan x=1, és ez valéban gyoke az egyenletnek.

Q

4. feladat: Az ABC héromszégben AB =4 cm, AC =8 cm, AZ = 120°. Az F pont a hdromszog
koré irt kor BAC ivének felez6pontja. Mekkora tavolsdgra van az F' pont a haromszog magassdgainak
metszéspontjatol?

Neubauer Ferenc (Munkdcs)



4. feladat I. megoldasa: Meghtizzuk a haromszog BM és C'N magassagvonalait, melyek metszéspontja
legyen H.

A keriileti szogek tulajdonsdga alapjan BOCZ = 180° — %BAC’A = 120°. Ebb6l BOF £/ = COFZ =
60°. Ez azt jelenti, hogy BOF és COF héaromszogek szabélyosak, vagyis FB = FO = FC. Ebbél viszont
az kovetkezik, hogy F' —a BOC' hiromszog koré irt kor kozéppontja.

MHN A négyszog — hurnégyszog, mivel két szemben fekvd szoge derékszog. M AN szog az adott
BAC szdg csucsszoge, tehat szintén 120 fokos. EbbSl BHC' szog 60 fokos. Ebben az esetben viszont
BHC/Z+ COBZ = 180°, ami azt jelenti, hogy BOCH négyszog is hurnégyszog, vagyis a H pont rajta
van a BOC haromszog koré irt koron. Ezért FH = FO.

Az ABC haromszogben a koszinusz-tétellel kiszamitjuk BC-t, majd az R = 55— képlettel a koré
irt kor sugarat.

BC? =4%24+82—-2.4-8-cos120° = 112, BC = 4V7

A keresett tavolsag FO = 251411‘/1?200 = 24‘/;5 = 4‘éﬁ ~ 6, 11.
5

5. feladat: A P és (Q pontok tgy helyezkednek el az ABC haromszég BC oldalan, hogy a 1étrejové
szakaszok ardnya: BP : PQ : QC =1:2:3. Az R pont a hdromszog AC oldalat a kovetkezéképpen
harmadolja: AR : RC =1 :2. Az M és N pontok a BR szakasznak az AQ és az AP szakaszokkal
valé metszéspontjait jeloli. Hatdrozza meg a PQM N négyszog teriiletét, ha az ABC haromszog teriilete
24 cm?.

Dr. Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

5. feladat I. megoldésa: Jeldlje F' az RC felez6pontjat. Akkor QF || BR; AR = RE és AM = MQ.
Koézben bebizonyitottunk egy kés6bb még egyszer felhasznalhaté allitdst: a hdromszog egyik harmadold
vonala felezi a harmadolé ponthoz kozelebb fekvé csiicsbdl huzott stulyvonalat.



Ha az ABC haromszog teriiletét T-vel jeloljiik, akkor a kovetkez6 egyenléségek irhatdk:

1
TAQC:iT
1 11 1
Tapar = ~Tapg =~ =T =T
apm = 5Tape =755 1
1 11 1 1 1
TBPN—TABP—TABN—6T—2'4T—(6—8>T—24T.

Az ABN haromszog teriiletének kiszamitasanal felhaszndltuk a fenti allitdast, miszerint az ABQ haromszog
AP harmadolé vonala felezi a BM stlyvonalat. Végiil, a keresett tertilet: Tpoun =T —Tagc—TaBm —
TBPN:T—%T—%T—iT:%T: 257124:5 (CmQ)

6. feladat: Bizonyitsa be, hogy ha az a, b és ¢ valds szdmokra teljesiil a 0 < a < b < c¢ feltétel,
akkor az (a + b+ c) 22 — 2 (ab + be + ac) x + 3abe = 0 egyenletnek két kiilonbozd valés gydke van, és az
egyik gyok az a és b kozé, a masik a b és ¢ kozé esik.

Dr. Katz Sindor (Bonyhdd)

6. feladat I. megolddsa: Meghatérozzuk az f(x) = (a+b+c)a? — 2(ab+ be+ ac)x + abe
fliggvény el6jelét az a, b és ¢ pontokban:
f(a) = (a+b+c)a®> —2(ab+bc+ ac)a+abc=a(a*> —ab—ac—bc) =a(a—b)(a—c) >0
FO)=b(b—c)(b—a)<0
f(c)=c(e—a)(c—0b)>0.

Mivel a masodfoku fiiggvény folytonos az egész szamegyenesen, ebbél kdvetkezik, hogy a és b kozott,
valamint b és ¢ kozott feltétlentil van egy-egy zérushely.

7. feladat: Egy haromszog egyik csticsdbdl kiindulé magassag, szogfelezd és oldalfelez6 az illeto
szoget rendre z, y, x, y szogekre osztja. Igazolja, hogy sin® (z + y) = sinx cosy.
Bencze Mihdly (Brassd)

7. feladat I. megoldisa: Az ABC hdromszogben BZ = 90° — z; CZ = 90° — (z + 2y). Al-
BF AF

kalmazzuk a szinusz-tételt az ABF és AFC haromszogekben: sin(é()}‘:fa:) = Sm(2aty)’ SmE0°—z=2)
. ) - . in(90° —

Ezekbél figyelembe véve a BF = CF egyenldséget, kapjuk: 45 = S;f‘n((h +yz)) = ety ar =

S0 —r-2y) _ cosltiy) ypgyis cosz o — coslBiW) Rhpg) néhany dtalakitassal, az osszeggé alakitds
Yy siny sin(2z+y) siny

és a sin 3a = 3sina — 4sin® o képlet felhasznalisdval megkapjuk a bizonyitandé allitast.

sin (2x 4 y) - cos (x + 2y)
sin (y — x) +sin (y + ) = sin (22 + y — (x + 2y)) + sin (22 + y + (= + 2y))

siny cos x



sin (y — x) +sin (y + ) = sin (x — y) + sin (3z + 3y)
s1n3(:r+y):2 n(y —x)+sin(y + x)
3sin (z 4 y) — 4sin® (z + y) = 2sin (y — ) +sin (y + x)
4sin® (z 4+ y) = 2sin (z 4+ y) + 2sin (z — y)

sin® (z +y) = si x+y+x_ycosx+y_x+y:sinmcosy.
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