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12. osztaly

1. feladat: Oldjuk meg a valés szamok halmazan a 6 - ;;jlll =4/ % egyenletet!

Kubatov Antal (Kaposvdr)

1. feladat I. megoldasa: Tekintsiik a jobboldalt a fiiggvényt, ennek egyenlete: y = léf;(j.
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Ezt 2-re rendezve 2 — & +J1r11 ) adédik.

Lathato tehat, hogy ha az egyik oldalt = fliggvényének tekintjiik, akkor a masik oldal az el6bbi inverz
fliggvénye. A két fliggvény képe egymas tiikorképe az y = = egyenletil egyenesre, ezért a metszéspontjaik

az y = x egyenletii egyenesen vannak. fgy elegendd a 65252;;1) = x egyenletet vizsgalni.
Rendezés utan:
23— 62° + 11z — 6 = 0. (1)
(1) bal oldala konnyen szorzattd alakithato:
(x—1)(z—2)(z—3)=0. (2)

Megoldasként z = 1, x = 2, x = 3 adddik, melyek igazzd is teszik az eredeti egyenlGséget.

2. feladat: Az f(x) fiiggvényre tetszéleges x valés szam esetén teljesiil, hogy 2- f(x) + f(1—x) = 2.

Milyen n pozitiv egész szémra igaz, hogy f(1) + f(2)+ ...+ f(n) =19 -n?
Némethy Katalin (Budapest)

2. feladat I. megoldéasa: A feltétel szerint minden valds x-re teljesiil, hogy

2 f(z) + f(1—2) =2 (3)
Helyettesitsiink (1)-ben z helyébe 1 — z-et!
2-f(1—a)+ fx) = (1 - ). (4)

Szorozzuk be (1) mindkét oldaldt 2-vel!
4-fx)+2-f(1—2)=2 2° (5)

A (3) és (2) egyenletek megfelel§ oldalainak kiilonbségét véve azt kapjuk, hogy: 3 - f(z) =2 - 2% —
(1 — 2)°, innen pedig

flay = 2L ©)

Mivel (4) barmely valds z-re igaz, ezért:

F(1) = 1"‘+2-1717
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f(2) - +3 )



Adjuk 0ssze a kapott egyenletek megfelel6 oldalait! Ekkor:

f(1)+f(2)+...—|—f(n):1 +224 ... +n —|—23-(1—|—2+...—|—n)—n. o

Ismeretes, hogy 12+22+...+n2:%ésl+2+...+n:%ezért

n-(n+1)-(2n+1) n-(n+1)
6 T2 75 -

n
)+ 1@) 4.+ f () = - ,
ahonnan rendezés utan az alabbi Osszefiiggés addodik:
22 +9n+1
O+ @)+ f) = 2 ®)

A feltétel miatt m{% -n =19 - n, ahonnan az n # 0-val valé osztds utdn a 2n? + 9n — 341 =0
egyenletre jutunk, amelynek megoldasai: n; = 11 és ny = —15, 5.
Az ng nyilvan nem felel meg a feltételnek, a feladat kérdésére tehat ny = 11 a valasz.

Ellendrizhetd, hogy valéban f(1) 4+ f(2) + ...+ f(11) =19 - 11 = 209.

3. feladat: Az x, sorozatot a kdvetkezéképpen definidljuk: x1 = %, és Tpy1 = 22+ x,. Hatdrozzuk

_ 1 1 1 . s ; 4+
meg az Sigp = e + .| +...+ TrooT 08szeg egesz részet!

Kdantor Sandorné (Debrecen)

3. feladat I. megoldasa: Az x, = % értéke és a rekurzids feltétel miatt a sorozat minden tagja
pozitiv szam. A feltételt ennek figyelembevételével atalakitjuk:

Tp1 = o (1 + zp)

illetve 1 1 1 1
Tra1 - g (g1 + 1) - zr oz +1
fgy: 1 1 1
zr + 1 - ;k_ Thtl
Ezért Si0= g+t ottt m e te et e T —a = 2 o

Az x, sorozat szigoruan monoton névekvé: pl 1 = %; To = %; T3 = % > 1,68 Tpy1 —xf = 252 >0
vagyis 101 > 3 > 1; 0 < L1,
Tehat S0 =2 — L 2, vagyis S100 egész része: 1.
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4. feladat: Az ABC hegyesszogli haromszog magassagainak a BC, CA és AB oldalakon 1év6
talppontjai rendre T7, Ty és T3, a haromszog magassagpontja M, korilirt és beirt korének a sugara R
és r. Bizonyitsuk be, hogy

R-r?
MTy - MTy - MTs < 27" !

Biré Bdlint (Eger)

4. feladat I. megoldasa: Jel6léseink az dbran lathatdk.



Mivel ABC haromszog hegyesszogli, ezért az M magassagpont és a korilirt kor O kozéppontja a
haromszog bels6é pontja. Felhasznaljuk azt az ismert tételt, hogy az M pontnak az oldalakra vonatkozé
tiikorképei a koriilirt koron vannak (az dbrédn My, My és M3 pontok), és hogy az O pontbdl az oldalakra
bocsatott merdlegesek felezik az oldalakat és a megfelel iveket (D, E, F, illetve Dy, Eq, F pontok). A
felhasznalt tétel miatt MTy; = M Ty, MTy, = MyT5 és MT3 = M3Ts. Nyilvanvald, hogy M1 < DDy,
MsTy, < EE és M3T3 < FF}. fgy egyrészt M1y < DD, MT, < EFE; és MT5; < FFy, mésrészt

MT, - MTy - MTs < DD, - EE, - FF). (9)

A keriileti és a kozépponti szogek 0Osszefliggésébél kovetkezik, hogy BOD/ = «, COEZ = 3,
AOF/ = #, ezért OD = R -cosa, OF = R-cosf3 és OF = R - cosvy. Ekkor DD; = R — Rcosa =
R-(1—cosa), EEy =R—Rcosf=R-(1—cosf) és FFi = R— Rcosy = R- (1 —cosvy). A kapott
eredményeket (1)-be frva

MTy - MTy - MT3 < R*- (1 —cosa)- (1 —cosf)-(1—cosv). (10)
Az a oldalra felirt koszinusztételbdl kdvetkezik, hogy cos a = W és ezért 1 —cosa = w
azaz 1 —cosa = W. A haromszog félkeriiletét s-sel jeldlve 1 —cosa = W Hasonléan

kapjuk, hogy 1—cos 8 = W és 1—cosy = W. Ezért (1—cosa)-(1—cosf)-(1—cosy) =
84(57(1)2-(sbfb)2~(sfc)2 ]
Felhasznalva a haromszog teriiletére vonatkozé Héron-képletet, az a -b-c = 4R -T és a % =r
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osszefiiggéseket, adddik, hogy (1 —cosa) - (1 —cos3) - (1 — cosy) = 55z Ezt (2)-be helyettesitve éppen
a bizonyitandé MTy - MT, - MTy < B llitast kapjuk.
Egyenl6ség nyilvan akkor van, ha MyTy = DD,, M1, = EFE,, MsT; = FF, ez viszont csak

szabélyos haromszog esetén all fenn.

5. feladat: Hatdrozzuk meg azokat az x, y valés szamokat melyekre x1083 ¥ 4¢/1082 3 31083 @ — 4491 3]
Kovdcs Béla (Szatmdrnémeti)

5. feladat I. megoldasa: Az egyenletben szerepld kifejezések értelmezve vannak, ha x és y szigortian
pozitiv és 1-t6l kiilonb6z6 valds szamok.

Vizsgdljuk az egyenléséget, amikor x és y a (0,1) illetve az (1,00) intervallumok valamelyikéhez
tartozik!

El6szor legyenek z és y 1-nél nagyobb valés szamok. Ekkor pozitiv szamokra alkalmazhatd szamtani
és mértani kozép kozotti egyenlotlenség és az ugyancsak pozitiv a szamra vonatkozo ismert a + % >2



egyenlotlenség alkalmazasaval:
zlo8sy logy 3 2. v/ ylogs y+log, 3 > 2. /22 — 9

ylogZB + yloggx > 2. ylogw 3+logs x > 2. \/?? — 2y

310gym + 310g$ Y > 2.4 /310gy z+log, y > 2. \/372 = 6.

Y

\%

Osszeadva a kapott egyenlétlenségek megfelels oldalait és felhaszndlva az a8 ¢ = ¢lo8» @ egyenlSséget,
majd mindkét oldalt 2-vel osztva kapjuk, hogy:

xlogsy + ylogm?) + 310gyac >+ y + 3.

Egyenloség csak x = y = 3 esetén van.

Ha x és y 1-nél kisebb pozitiv valés szamok, akkor /'8« 343108, © — 3log, vy glog, = > 9. /3log, o+log, v >
2-/32 =6 és 2°23Y > 1 alapjan az egyenlet bal oldala 7-nél nagyobb, jobb oldala 5-nél kisebb, tehét
egyenléség nem lehetséges.

Ha z 1-nél kisebb, y pedig 1-nél nagyobb, akkor z!°2s¥ < 1, y'98:3 < 1 és 3'°8v* < 1 alapjin az
egyenlet bal oldala 3-nél kisebb, jobb oldala 4-nél nagyobb, egyenl6ség ismét nem lehetséges. Hasonléan
nincs megoldas akkor sem, ha x 1-nél nagyobb, y pedig 1-nél kisebb.

Az egyenlet megolddsa tehdt az x = 3, y = 3 szdmpar.

6. feladat: Oldjuk meg a valds szdmhdrmasok halmazan a kovetkezd egyenletet:

V5 (22 4 2yz) + /6 (22 + 222) + /5 (22 + 22y) = 4(z 4+ y + 2)!
Pintér Ferenc (Nagykanizsa)
6. feladat I. megoldasa: Egyrészt az egyenlet bal oldala miatt x 4+ y+ z > 0, mésrészt ez az oldal
felirhat6 az (\/5, V6; \/5) és a (\/JU2 + 2yx; /Y2 + 2235 4/22 + 2xy> vektorok skaldris szorzataként. A

jobb oldalon pedig ezen vektorok nagysaganak szorzata all. Ez pedig a feltételek miatt akkor és csak
akkor allhat fenn, ha

x2+2yz_y2+2zm_y2—|—2my
5 6 5

Ebbdl az egyenletrendszerbdl 2% — 22 = 2y(z — 2) adddik, igy vagy = = z, vagy = + z = 2y lehetséges.
x2+2yz _ y2+2x2
G

Ha z = z, akkor azaz 4x% — 122y + 5y? = 0, ahonnan y = %33 vagy y = 2z adodik.
Ezekbdl kapjuk a kovetkez6 megoldasokat: (a; %a; a) és (a;2a;a), ahol a tetszbleges nemnegativ szdm.
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Ha z + 2z = 2y, azaz z = 2y — x, akkor visszahelyettesitve a kovetkez6khoz jutunk: %@y*z) =

W, amelybdl 1622 — 32xy + 19y? = 0 adédik. Ennek az egyenletnek csak az x = y = 0 trividlis

megolddsa van a valos szdmok korében, mert az egyenlet diszkrimindnsa negativ: D = 4(162-16-19) < 0.
Igy ebben az esetben z = 0, ekkor a megoldds tehat: (0;0;0).



