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11. osztaly

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a 23,203,2003, 20003 ... sorozatban végtelen sok 7-tel oszthatd
szam van!

Benedek Ilona (Budapest)

1. feladat I. megoldasa: Konnyen lathatd, hogy 203 oszthatéd 7-tel.
Tekintsiik a 2000...03 szamot! Ez felirhaté (203 — 3) - 10™ — 3 alakban, és ebben a szdmban a 0-dk

szama n + 1 (n természetes szam).
Ezzel:
(203 —3)-10" +3 =203 -10" — 3- (10" — 1).

Azt kell megvizsgdlni, hogy a 10™ — 1 milyen n-ekre oszthaté 7-tel.
Megmutatjuk, hogy n = 6k megfelel. Ekkor:

10%% — 1 = (105)% — 1 = (105 — 1) - (10%%=6 4+ 106+—12 .. 4+ 1)
105 —1 = (103 — 1) - (103 + 1) = (10> — 1) - 1001 = (10% — 1) - 7 - 143.

Ebbél lathato, hogy 10™ — 1 mindig oszthaté 7-tel, ha n = 6k, vagyis a sorozat minden olyan tagja
oszthaté 7-tel, amelyben a 0-dk szdma 6k + 1, ahol k természetes szdm. A sorozat nyilvan végtelen sok
ilyen szamot tartalmaz.

2. feladat: Milyen tulajdonsigi az a haromszog, amelynek két oldala és a harmadik oldalhoz
tartozd f. szogfelezGje kozott a kovetkezo Osszefliggés érvényes:

Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

2. feladat I. megoldésa: A feltételbdl kovetkezik, hogy f. = aa—_&.

A D B

Mérjiik fel az AC oldal meghosszabbitdsara a CE = C'B szakaszt! A BCE haromszog egyenld szari

ezért a BE alapon fekv6 szogei a kiilsé szog tételébdl adédéan -vel egyenlSk. fgy az ADC/\ hasonlé
az ABEA-hoz, ezért a megfeleld oldalaik ardnya is egyenld: f.: b= BE : (a + b), vagyis f. = 5 Eg’.




Utobbi egyenlet és a feltételi egyenlet Gsszehasonlitasdbdl adédik, hogy BE = a, tehat BCEA
szabalyos, és igy %'y = 60°, azaz v = 120°.
Az ABCA-rél tehat annyit mondhatunk, hogy legnagyobb szoge 120°-os.

3. feladat: Oldjuk meg a valds szdmok halmazédn a logs (27 + 5) = log, (3" — 5) egyenletet!
Orbdn Edit (Zalaegerszeg)

3. feladat I. megoldasa: Vizsgaljuk a kovetkez6 két fliggvényt:

f:R —Jlogg 5;+00]  f(x) =logs (2" 4+ 5)
g : logg 5;+0o[ = R g(x) = logy(3” — 5)

Mivel a két fliggvény egymads inverze, ezért grafikonjuk az y = x egyenletli egyenesre szimmetrikus,
igy grafikonjaik csak ezen az egyenesen metszhetik egymast. Ezért az egyenletnek olyan x szdm a
megolddsa, melyre log;(2% + 5) = x = log,(3” — 5), vagyis 2% + 5 = 3%. Ebb0l a 3% — 2% = 5 egyenletet
kapjuk, aminek csak a pozitiv szamok halmazaban lehet gycke, hiszen z < 0 esetén 3* < 27.

Az x = 2 nyilvan megoldés, t6bb megoldas pedig azért nincs, mert a 3% — 2% fiiggvény a pozitiv
szdmok halmazén szigorian monoton né, ezért minden értéket csak egyszer vesz fel.

4. feladat: Az ABC D parallelogramméban A-nal hegyesszdg van. Rajzoljunk a BC' és C'D oldalak,
mint atmérdk folé koroket, és az A pontbdl hizzunk érintéket ezekhez a korokhoz, az érintési pontok
legyenek E és F. Bizonyitsuk be, hogy az AC, AE és AF szakaszokbol derékszogii haromszog szerkesz-
theto!

Balogh Jdnos (Kaposvdr)

4. feladat I. megolddasa: Készitsiink a feltételeknek megfelel6 dbrat!

Legyen P és Q a C pontbdl az AB és AD oldalegyenesekre éllitott merdlegesek talppontja. A Thalész-
tétel miatt P és @@ a korokon vannak. A kiilsé pontbdl a korokhoz hiuzott szel6-és érintészakaszok tétele
szerint AE? = AB - AP és AF? = AD - AQ, ezért AE? + AF? = AB- AP + AD - AQ.

Ha a paralellogramma A-nél levd szoge «, akkor BP = BC - cosa és DQ = DC' - cos «, tehdt AP =

AB+BP = AB+ BC-cosa, illetve AQ = AD+DQ = BC+DQ = BC+CD-cosa = BC+ AB-cos a.
Emiatt AB - AP = AB?2 4+ AB - BC -cosa és AD - AQ = BC - AQ = BC? + AB - BC - cos a.
Ebbdl kovetkezik, hogy

AB-AP+ AD-AQ = AB> + BC?* +2-AB - BC -cosa = AB> + BC? —2- AB - BC - cos(180° — ) (1)

Az (1) Osszefiiggés viszont nem mds, mint az ABC/A-ben az AC oldalra felirt koszinusztétel, {gy
tehat
AE? + AF? = AC? (2)

A Pitagorasz tétel megforditdsa miatt (2) éppen azt jelenti, hogy AC, AE és AF szakaszokbdl
derékszogli haromszog szerkesztheto.



z?—2x—13 = 92.sin T-T+p-T

5. feladat: Melyik az a legkisebb p pozitiv primszam, amelyre az W/ v 7

egyenletnek van olyan pozitiv egész megoldasa, hogy x < p teljesiil?
Biré Bdlint (Eger)

5. feladat I. megolddsa: Nyilvanval, hogy 2% — 22 — 14 > 0. Az f(x) = 2% — 22 — 14 fiiggvény
zérushelyei: 1 =1 — V15 és x5 =14 v/15. Ebbdl kovetkezéen z < 1 — \/ﬁ, vagy * > 1+ v/15. Mivel
x egész szam kell, hogy legyen és 1 — V15 >1-— \/E, illetve 1 ++/15 < 1+ \/E, azaz 1 — /15 > —3 és
14 V15 < 5, ezért © < —3 vagy = > 5, ugyanakkor x pozitiv egész, igy csak az x > 5 feltételt vessziik
figyelembe.

A kiindulé egyenletet atalakitjuk:

22 —2x—14+1 . Trx+peT
=2.sin ——.
Va2 -2z —14 4
Legyen most vx2 — 2z — 14 = a! Ekkor % =2-sin %1“”'”, vagyis a + % =2-sin %.
A feltételek miatt a > 0, ezért a + % > 2 egy ismert egyenlStlenség szerint. Ezért 2 - sin W >2

T-T+p-T TTHpT te i T TP T
= TEPT =1, vagyis ha sin =P = Z + k-2 7 (k

azaz sin > 1. Ez csak gy lehetséges, ha sin
egész szam).

Ebbdl rendezés utan

r+p=2+8k (3)
kovetkezik. Ugyanakkor a + % = 2 is igaz, ebbdl pedig a = 1 adddik.

Eszerint /22 — 22 — 14 = 1, ahonnan 22 — 22 — 15 = 0 kaphaté. Ennek az egyenletnek a gyokei
x1 = b és xo = —3. Ezek koziil csak az x1 = 5 pozitiv egész szam, és ez megfelel az x > 5 feltételnek is.
Vessiik ezt 6ssze (1)-gyell Ekkor 5 4+ p = 2 + 8k, tehdt p = 8k — 3.

Mivel p pozitiv primszam, ezért a legkisebb keresett p a k = 1-bol kovetkez6 p = 5 primszam. Erre
az a feltétel is teljesiil, hogy x < p. Végeredménytink szerint a p = 5 az a legkisebb pozitiv primszam,
amelyre a kiindulé egyenletnek van olyan pozitiv egész megoldasa, hogy x < p is igaz. Ez a megoldas az
x = 5. Behelyettesitéssel ellencrizhetd, hogy ez valéban gycke az eredeti egyenletnek.

6. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha 1 <z <2,1 <9 <2,...,1 <z, <2 (n természetes szdm),
akkor
1 951""1% 1 332""%2,1 1 xn-i-% - TL'
(2) +(2) +...+(2) =

Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)
6. feladat I. megoldasa: Ha 1 <z < 2, akkor (zx — 1) - (zx — 2) < 0, vagyis xi — 3z, +2<0,
innen pedig

o+ =<3 (k=1,2,..n) (4)

Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kézép kozotti egyenlotlenséget és az (1)-ben szerepld Gsszefiiggéseket:
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Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.



