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10. osztaly

1. feladat: Hatdrozzuk meg az a és b egész szamokat, amelyekre az 22 — az + 2a + b? = 0 egyenlet
gyOkei kozvetlen egymads utani természetes szamok!
Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)

1. feladat I. megoldasa: Ha az egyenlet gyokei x1 = n és o = n + 1, ahol n természetes szam,
akkor a gyokok és egytitthatdk Osszefiiggései szerint:

T1+x2=2n+1=a (1)
129 = n(n + 1) = 2a + b2 (2)

Kikiiszoboljik az n-et:

(1)-b8l n = %‘1, innen pedig (2) alapjin %‘1%1 =2a + b?, azaz a® — 8a — 1 = 4b? illetve

(a —4)* — 4b% = 17 (3)

Szorzatta alakitva (3) jobb oldalét:

(a—4—2b)(a—4+2b) =17 (4)
Mivel a és b egész szdmok, ezért (4) a kovetkezd esetekben teljesiilhet:
a)a)a—4—2b=1éa—-4+20=17
b) b)a—4—-2b=17ésa—4+2b=1
c)c)a—4—-2b=—-1ésa—4+2b=—-17
d)d)a—4-20=—-17ésa—4+2b=—-1

Az a) és b) esetekb8l a = 13 és b+ 4, a c) és d) esetekbdl pedig a = —5 és b = £4 kivetkezik.

Az a =13, b+ 4 esetén az egyenlet a kovetkez6: 22 — 13z + 42 = 0, ennek gyokei 1 = 6, x5 = 7, és
ezek valéban egymaés utdni természetes szamok.

Az @ = =5, b = +4 esetén az egyenlet: 2 + 5z + 6 = 0, amelynek gydkei 1 = —3, 22 = —2. Ezek
nem természetes szamok, ezért nem felelnek meg a feladat feltételeinek.

A keresett egész szdmok tehat a a = 13 és b = +4.

2. feladat: Az AB és CD egy O kozéppontu kornek két, egymadsra merdleges atmérdje. Az OD
szakaszt felez§ E ponton halad 4t az AF hir, az AB és CF szakaszok metszéspontja G. Bizonyitsuk

be, hogy o o
B=3-

CF =3-DF.
Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

2. feladat I. megoldasa: a./ Jelolje a kor sugarat r!



C

Az AOEA hasonlé az AFB/A-hoz mert két-két megfelel6 szogiik egyenlé (AFBZ a Thalesz-tétel
miatt derékszog). Ugyanakkor BFC/ = CFAZ = AFD/ (azonos hosszisagi {vekhez tartozé keriileti
sz0gek), ezért GF szogfelezd az AF BA-ben, tehdt

AG _ AP 2
GB BF 1
amibdl 5 ) .
= —_ = = — = — B
OG=r ST 3r 30 ,
azaz OB = 3 - OG adoddik.
b./ Mivel DE = %r és CE = %r, ezért ha figyelembe vessziik, hogy EF' szogfelezé a CFD/A-ben,

akkor £ = D& — 1 azaz CF = 3- DF, és ezzel a feladat mindkét &llitdsét bebizonyftottuk.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy 32000 + 4 szdm pozitiv osztéinak szdma Osszetett szadm!
Erdés Gdbor (Nagykanizsa)

3. feladat I. megoldasa: Eldszor lassuk be, hogy a 320°0 4 4 szdm Gsszetett szam!

Tudjuk, hogy a 3 hatvinyainak utolsé szdmjegyei 4-esével periodikusan ismétlédnek, ezért a 32000
szam 1-re vagyis 32990 + 4 szdm 5-re végzddik. A szadm oszthaté 5-tel és nagyobb 5-nél, tehat osszetett
szam. Osztéinak szdma ezért 2-nél tobb.

Most lassuk be, hogy a 32°9° + 4 sz4m nem lehet négyzetszam!

Alkalmazzunk indirekt bizonyitast! Tegyiik fel, hogy van olyan a egész szam, amelyre

32000 4 4 _ ;2

Ekkor
32000 — 42 _ 4= (¢—2)(a+2).

A jobb oldali szorzat mindkét tényezdje a 3 hatvdnya, ami viszont nem lehetséges, mivel kiilonbségiik 4.
Belattuk tehdt, hogy a 32°°0 4+ 4 szdm nem lehet négyzetszam, akkor viszont paros sok pozitiv osztéja
van.

A 32000 4 4 pozitiv osztéinak szdma tehdt 2-nél nagyobb és paros vagyis a pozitiv oszték szdma
Osszetett szam.

4. feladat: Az a1,as,...,a14 sorozat barmely harom szomszédos tagjanak Osszege 5, 6, 7 vagy 8.
Hény kiilonbozé értéke lehet az a6 — a7 kiilonbségnek?
Szabdé Magda (Szabadka)

4. feladat I. megoldasa: Legyen



Sl :a1+a2—|—a3

Sy = ag + a3+ ay

S14 = a4 + a5 + ase.

Ebbél a konstrukciébdl kovetkezik, hogy Si4 — S13 = a1 — a1z és S11 — S10 = a13 — aqg, végiil
Sg - 57 = ajp — ary.
Eszerint:
a6 — a7 = S14 + S11 + Sg — S7 — S10 — Si3.

Mivel S; az 5, 6, 7, 8 szdmok barmelyike lehet (i = 1,2,3,...,14), ezért az a1 — ay kiilonbség értéke
a —9-t6l a +9-ig barmelyik egész szamot felveheti, azaz 19 kiillonb6z6 érték lehetséges.

5. feladat: Melyek azok a szabdlyos sokszogek, amelyek hézag és atfedés nélkiil 6sszerakhaték mas

ugyanolyan oldalhosszisdgu szabélyos sokszogekbol?
Bogddn Zoltdn (Cegléd)

5. feladat I. megolddsa: A szabdlyos sokszog egy szoge kisebb 180°-nal, de 60°-nal nem kisebb,
ezért egy csucsandl 1évd szogét pontosan két lefedd sokszog egy-egy szogének Osszege toOlti ki. Az egyik
lefed& sokszog csak haromszog lehet, mert mar két négyzetbeli szog Osszege 2 - 90° = 180° lesz. Mivel a
szabalyos hatszog egy szoge 120°-0s, a masik lefed6 sokszog oldalszama 6-ndl kisebb, hiszen 120° +60° =
180°. Ezért harom eset lehetséges:

a) A szabélyos sokszog egy csticsdndl két szabalyos haromszog taldlkozik. A sokszog egy szoge tehdt
120°, és az igy lehetséges szabdlyos hatszog 6, ugyanolyan oldalhosszisagu szabalyos haromszog lefedi.

b) A csticsndl 16v6 szogtartomdanyra egy 60° és egy 90°-os szog illeszkedik. A sokszog egy szoge tehét
60° +90° = 150°. A szogosszegre vonatkozo képlethdl: w = 150° = n = 12. Ez megvaldsithatd
6 szabalyos haromszogbol, 6 négyzetbdl és egy szabalyos hatszogbol osszeillesztett szabalyos 12-szoggel.
A bels6 sokszog szabéalyos hatszog volta konnyen bizonyithatd.

1080 108°\84°



¢) Egy csticsndl 16v6 szogtartomdnyt egy szabdlyos haromszog és egy szabdlyos 6tszog egy-egy szoge
fedi le. fgy a létrehozandd sokszog belsejében lenne olyan pont, amelynél egy szogtartoméanyt 84°-os szogi
sokszognek kellene lefedni, tehdt most nincs megoldas, hiszen az w = 84° egyenlet megoldésa
nem lehet egész szam.

6. feladat: Igazoljuk, ha p pozitiv primszam, akkor

Vo lp+ 1) +/(p+1D)-(p+3)+Vp-(p+5)+/(p+3)- (p+5)

irracionalis szam!
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megolddsa: Legyenz = \/p- (p+ 1)+/(p+1)- (p+3)+/p- (p+5)+/(p+3)- (p+5)!

Ha p = 2, akkor = v/6+ /15 + /14 + /35, vagy més alakban z = (\/i—i— \/5) -(V3+ \ﬁ) Koénnyen
bizonyithatd, hogy ekkor x irracionalis szam.

Ha p = 3, akkor x = /12 + /24 + /24 + /48, illetve szorzat alakban x = /12 (3 +2-1/2). Errdl a
szamrol ugyancsak konnyen belathato, hogy irracionalis.

Végiil p = 5 esetén = = /30 + v/48 + /50 + /80, vagy masként = = (\/S—l— \/§) . (\/6—+- \/ﬁ), amely
szintén irracionalis.

Legyen ezutan p > 5 és tételezziik fel, hogy z racionalis. Ekkor:

12 12

T (prs5+vp+ D) (Vpr3+ D) =(WVp+5—Vp+1)-(Vp+3- D)

és igy
g:\/(in-i-?))-(p—l—f))—\/(p+1)-(p+3)—\/P'(P+5)_\/p'(p+1)

is racionalis szam.
Képezzik az x + % szamot!

;E-s-%:2~(\/(p+3)-(17+5)+\/p(10+1))-

Ezért
1 12\°
1 <w+ x) =(P+3) (p+5)+p- +)+2-vVp-(p+1) (p+3) (p+5)

A kapott egyenlOség bal oldala nyilvanvaléan raciondlis szam, ha z az. A jobb oldal tényezéi koziil a
VP (p+1)-(p+3) - (p+5) kifejezés viszont irraciondlis, mert ellenkezé esetben p-(p+1)-(p+3)-(p+5)-
nek négyzetszamnak kellene lennie, ez azonban csak gy volna lehetséges, ha p osztéja volna p + 1-nek,
p+3-nak vagy p+5-nek. De ez p > 5 esetén nem valésulhat meg, mivel akkor p osztéja volna 1-nek, 3-nak,
vagy b-nek. Ellentmondéasra jutottunk, ezzel belattuk, hogy az x kifejezés minden p pozitiv primszamra
irraciondlis szam.

Megjegyzés: a p = 2-hoz és a p = 5-hoz tartozd esetek bizonyitasa a p > 5-nél kovetett gondo-
latmenettel is torténhet, a p = 3-nak megfeleld x szdm esetén pedig (feltételezve, hogy = raciondlis)
négyzetre emelés utan lathatjuk be, hogy 2 nem lehet raciondlis, és igy jutunk ellentmonddsra.



