XI. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Sepsiszentgyorgy, 2002. mdrc. 16-20.

12. osztaly

1. feladat: Tudjuk, hogy 1000 darab természetes szdm reciprokanak Osszege nagyobb mint 10.
Bizonyitsuk be, hogy van kozottiik legaldbb két egyenld szém.
Szabé Magda (Szabadka)

1. feladat I. megoldasa: Bizonyitsunk indirekten! Tegyiik fel, hogy x1,xs,..., %1000 paronként
kiilonbo6z6 szamok, ekkor feltehetjiik azt is, hogy x1 < zo < ... < Z1900. EbbSl mar kovetkezik, hogy
x1 > 1,29 >2,..., 21000 = 1000, ebbdl pedig
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Ez ellentmond a feladat feltételének, ami azt jelenti, hogy a szdmok nem lehetnek paronként kiilonbozok.

2. feladat: Az XOY derékszogli koordindta rendszerben adottak az A (0,51) és B (78,51) pon-
tok. Létezik-e az OX tengelyen olyan M pont, melyre az M AB haromszog belsejében elhelyezkedd
racspontok szédma pontosan 20027 (A rdcspontok azon pontok melyek koordinatai egész szdmok.)

Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)

2. feladat I. megoldasa: Barmely M pontra egészitsiik ki az M AB haromszoget egy M ABD par-
alelogrammavé, amelyben a D pont is az x tengelyen helyezkedik el! Az ebben elhelyezked6 récspontok
50 sort alkotnak, és minden sorban legfeljebb 78 racspont van, hiszen a sorban behizott egyenes csak
79 egység hosszan halad a paralelogramman beliil. Ez azt jelenti, hogy a paralelogramma belsejébe
legfeljebb 3900 pont esik, és a két haromszogbe es6 racspontok szama legfeljebb 50-ben kiilonbozhet
(az M B 4tl6 legfeljebb 1 ponttal juttat tobbet az egyik hdromszégbe, mint a mdsikba). fgy az MAB
hiromszogbe legfeljebb 1975 racspont eshet, ami kisebb a 2002-nél.

3. feladat: Igazoljuk, hogy a by,bs,..., b, pozitiv valés szdmok akkor és csakis akkor alkotnak
mértani haladvényt (mértani sorozatot), ha
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Bencze Mihdly (Brassd)

3. feladat I. megoldasa: Tudjuk, hogy ha a by, bs,...,b, szdmok mértani sorozatot alkotnak,
akkor barmely k-ra
bk . bnkarl = bl : bn7
amibél az kovetkezik, hogy ), b2b? _, .| = nbib3.
A mésik irdny bizonyftdsdban n = 3-ra azt kapjuk, hogy b3 = b1bs, amibél kivetkezik, hogy by, ba, b3
mértani sorozatot alkot. Most tegytlik fel, hogy b1,bo,...,b, mértani sorozat, és lassuk be, hogy a



kovetkez6 tag éppen by, lesz. frjuk fel az Osszefiiggést n + 1-re, és helyettesitsiik be az els6 n elemre
kapott képleteket (by = by - q, b3 = by - g2, stb.)!
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ebbdl pedig a bal oldalon 6sszevonva és egyszertlisitve b,+1 = b1q™ adddik, épp amit be akartunk latni.

4. feladat: Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazén a kovetkez6 egyenletet

z3 3 x2 _ n—1
+ 4+t = :
To + I3 T3 + T4 xr1 + o r1+x9+ -+

ahol n € N*, n > 3 és [z] az = szdm egész részét jeloli.

Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat I. megoldasa: Minden z; pozitiv egész, ami azt jelenti, hogy mindegyik legaldbb 1,

ebbdl kovetkezoen az Osszegiik legalabb n. Ez azt jelenti, hogy [#Am = 0. Ebbdl az kovetkezik,
hogy
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Ez pedig az egészrész definicidjat felhasznélva azt jelenti, hogy a szamlalok kisebbek a megfelel6 nevezéknél,
és mivel egész szamokrdl van szd, azért

a:% < xTota3—1
x% < x3+x4—1
:1:% < x14+x290—1

A megfelels oldalakat dsszeadva azt kapjuk, hogy Y j_,(zx — 1)? < 0. Ez pedig csak akkor teljesiilhet,
ha minden ismeretlen 1-gyel egyenlo.

5. feladat: Legyenek az xq, xo,...,x11 tetszdleges egész szdmok. Az ai, aso,...,a1; szamok a
{=1,0,1} halmazbeli értékeket vehetik fel, de gy, hogy nem mind egyenlék O-val. Igaz-e, hogy van
olyan értéke az

121 + a2x2 + - - - + 411211

kifejezésnek, amely 2002-vel oszthat6?
Réka Sdndor (Nyiregyhdza)

5. feladat I. megoldasa: Tekintsiik az Osszes olyan Osszeget, amely

bizy +boza + ...+ biiz11

alaki, ahol minden b; 0 vagy 1 lehet. Ez Osszesen 2! = 2048 kiilonbozé sszeg. A skatulyaelv szerint
ezek kozott van kettd, amelyek 2002-vel vett osztdsi maradéka megegyezik. Legyenek ezek cix1 + coxo +
st ennxy 68 dixy 4+ doxo + ...+ diixrr. A két kifejezés kiilonbsége formélisan (¢; — dy)xy + (c2 —
do)xs + ...+ (c11 — di1)x11- Ez az el6bbiek miatt oszthaté lesz 2002-vel, és mivel minden ¢; — d; érték
az a;-k értékkészletébe tartozik, azért lesznek megfeleld a;-k, melyekre az 6sszeg 2002-vel oszthaté lesz.

6. feladat: Egy tdblara felirtuk az egész szdmokat —6-t6l 6-ig (13 szdmot). Egy 1épésben két
kivalasztott szdm, a és b helyett felirhatjuk az
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szamokat. Elérhetjiik-e azt, hogy bizonyos szamu 1épés utan 13 egyforma szam élljon a tablan?
dr. Katz Sandor (Bonyhdd)

6. feladat I. megoldasa: Ha megvizsgdljuk a lehetséges 1épés utan keletkez6 szamokat, azt talaljuk,
hogy négyzetosszegiik megegyezik az eredeti szamokéval. A szamok négyzetosszege igy mindvégig valtozatlan,

és mivel eredetileg 182 volt, azért ha léteznének ilyen atalakitdsok, akkor minden szam % =14
lenne, de mivel minden atalakitas utan racionalis szdmokat kapunk, azért ez lehetetlen.



