XI. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Sepsiszentqyorgy, 2002. marc. 16-20.

11. osztaly

1. feladat: Az
1 2 3 2000 2001 2002

2002°2001°2000° ' 3 ' 2 ' 1
szamok koziil kivalaszthato-e harom tgy, hogy a kivalasztott harom szam szorzata 1 legyen?
dr. Katz Sdndor (Bonyhdd)

1. feladat I. megoldasa: Nem lehet megfelel$ szamokat kivalasztani. Ezt bizonyitsuk be indirekten!

Tegytik fel, hogy léteznek ilyen szdmok, 5555—, 200%717, s005—z> ahol a,b,c 1 és 2002 kozé esnek. Ez azt
jelenti, hogy

a b c 1
2003 —a 2003—0b 2003 —c

Ha atszorzunk, azt kapjuk, hogy
abc = (2003 — a)(2003 — b)(2003 — ¢)
abc = 2003% — 2003%(a + b + ¢) + 2003(ab + be + ac) — abe
2abe = 2003[20032 — 2003(a + b + ¢) + 2003(ab + be + ac)]

Mivel pedig a 2003 primszam, ezért osztdja kéne hogy legyen a, b, ¢ valamelyikének, de ez lehetetlen,
hiszen mindharom szam 2003-nal kisebb.

2. feladat: Adott az a > 1 valds szdm és az f : (1,00) — N fliggvény, tgy, hogy
af @) <zr< af(”)'H, Vo > 1.

Igazoljuk, hogy
flxyz) = f(z) + f(y) + F(2), Va,y,2> 1
Bencze Mihdly (Brassd)

2. feladat I. megoldasa: Adott a mellett barmely x valds szamra létezik egy olyan k kitevd,
melyre af < aFt1. A feladat feltételei mellett

af@ <z < ak+1ésak <z< af(””)ﬂ,

ebbél pedig azt kapjuk, hogy k — 1 < f(z) < k + 1, de mivel f a természetes szdmokra képez, azért
szitkségszeriien f(x) = k. Vegylink most két ismeretlent, z-et és y-t, melyekre f(x) =k és f(y) =1. A
definiciéba visszairva ezeket az értékeket a* ! < xy < aF*+*+2 adédik, amib6l f(zy) > k41 = f(x)+f(y).
Alkalmazva ugyanezt az eljarast xy-ra és z-re végeredményben azt kapjuk, hogy

flayz) = flay) + f(2) = f(z) + f(y) + f(2),

amit bizonyitani akartunk.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden tetraédernek van olyan csicsa, amelybdl indulé harom
élébol haromszog szerkesztheto.
Kdntor Sdndor (Debrecen)



3. feladat I. megoldasa: Legyen a tetraéder leghosszabb éle AB. Belatjuk, hogy ekkor az A-bdl
vagy a B-bdl induld élekbél haromszog szerkeszthetd.

Alkalmazzuk az indirekt modszert! Legyenek az A-bdl kiindulé élek AB = a, b, ¢, a B-bol kiinduldok
a,d,e. Ha feltessziik, hogy egyik cstcsbdl induld élekbdl sem szerkesztheté haromszog, akkor mivel a
volt a tetraéder leghosszabb éle, azért a > e +d és a > b+ c. A tetraédernek azonban a,e,c és a,d,b
egy-egy lapot kozrefogd élei, vagyis ezek az élek haromszoget alkotnak. Ez azt jelenti, hogy a < e + ¢
és a < b+ d. Ebb0l egyrészt 2a < e + b+ ¢ + d kovetkezik, mésrészt az el6z6 két egyenlStlenségiinkbél
2a > b+ c+ d + e kovetkezik, ami ellentmondés, ezzel pedig az allitast belattuk.

4. feladat: Hatédrozzuk meg az Osszes olyan f : N — N sziirjektiv (amely minden természetes
szdmot felvesz) fliggvényt, amelyre

! (10f(”) + m) = f(10") + f(m), VYm,neN.
Biré Béla (Sepsiszentgydrgy)

4. feladat I. megoldédsa: Az identikus fiiggvény konnyen lathaté médon megfeleld lesz. Megmu-
tatjuk, hogy ez lesz az egyetlen jé fiiggvény. A sziirjektivitds miatt barmely megfeleld fiiggvényre van
egy olyan ng, amelyre f(ng) = 0. Helyettesitsiink most n = ng-t a feltételi egyenletben

flm+1) = f(10") + f(m)
Ha ng > 1 lenne, akkor m = ng — 1 helyettesitésével
0= f(10") + f(no — 1),

ebbdl pedig f(10™) = 0, amibdl mar f(n) = 0-t kapjuk minden n-re, ez viszont ellentmondds, mivel
feltettiik, hogy f sziirjektiv.
Ez azt jelenti, hogy ng = 0, vagyis n = 0-t helyettesitve

fm+1) = f(m) + f(1)

Teljes indukciéval konnyen belathatd, hogy barmely k-ra f(k) = kf(1). Ez azt jelenti, hogy a sziirjektivitds
miatt f(1) = 0 nem lehetséges. Ekkor viszont a feltételi egyenletiink a

(107095) £(1) = 10" £(1) + mf (1)
format olti, és mivel f(1) # 0, azért egyszeriisithetiink vele, és igy
107 4+ m = 10" + m.

Ez pedig azt jelenti, hogy az exponencidlis fiiggvény injektivitdsa miatt f(n) = n minden n-re, és éppen
ezt akartuk belatni.

5. feladat: a) Oldjuk meg a valés szdmok halmazén a

2
2 ~1).2=2
+(n—-1) -

egyenletet, ha n € N* rogzitett természetes szam.
b) Hatarozzuk meg annak az (x,),,~, sorozatnak az altalanos tagjat, amelynek a tagjai teljesitik

2
201 42702 4 23T 4y =
xn

egyenléséget barmely n € N* esetén.



Longdver Lajos (Nagybdnya)

5. feladat I. megolddsa: a.) Mivel a bal oldalon mindenképpen egy pozitiv szdm §ll, ez igaz lesz
a jobb oldalra is, tehdt x > 0 teljesiil. Vegylik észre tovdbba, hogy a pozitiv szdmokon a 2"* + (n—1) -2
fliggvény szigortian novekvo, a % fliggvény pedig szigorian csokkend. Ez azt jelenti, hogy az egyenletnek
legfeljebb egy megoldédsa van. A kifejezések alakjabol azonban lathatjuk, hogy % megoldas, tehat mésik
ninges is.

b.) Teljes indukciéval beldtjuk, hogy barmely n-re z, = L. n = l-re z; =1 a 27 = z% egyenlet
megoldasa. Tegyiik fel most, hogy barmely n-nél kisebb k-ra z) = % (ez nem sziikséges feltétele a
megoldds létezésének, de mi egyetlen sorozatot keresiink, és annak a tagjaira ez foltehetd), ekkor az
egyenlet

2" —1).2==
+(n—1) .

ennek pedig csak egyetlen megoldasa van, x,, = % Ezzel az allitast belattuk.

6. feladat: Egy 1épés sordn az (a, b) természetes szdmpért az (a + 2b, b + 2a) szampérral helyettesitjiik.

a) Hatdrozzuk meg azokat a természetes szdmpdrokat, amelyekbdl bizonyos szdmiu lépés utdn a
(2002, 2003) szdmpart kapjuk.

b) Adott a p > 3 primszdm. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik egy olyan kezdeti (a,b) szdmpér, amelyre
p+1

vagy az a vagy a b szdm oszthatd p-vel és legalabb 1épés elvégzése utan egy olyan szampart kapunk,
amelyben a két szam Osszege 2 - 3P.

Bege Antal (Kolozsvar)

6. feladat I. megolddsa: A szdmok Osszegét vizsgalva azt latjuk, hogy egy-egy 1épés utan az
héromszorosara né. A végeredményben a szdmok Osszege 4005 = 32 - 445, vagyis legfeljebb két 1épést
tehetiink, mivel pedig a lépések visszafelé is elvégezhetSk (a = 2 (b+ 2a — $(a+2b)),b= 2 (2b+a — (2a +b))),
azért csak két megoldds lehet, (668,667) és (222,223), ezekbdl egy, illetve két 1épésben kapjuk meg a
kivant szampart.

b.) A két szdm Osszege az imént latott mdédon egy lépésben hdromszorosira né, mig kiilonbségiik
nyilvan nem valtozik. Az utolsé 1épés utan az Gsszeg 2 - 3P lesz, probédlkozzunk elészor olyan szamokkal,
melyek kiilonbsége 2. Tekintsiik az ag = 3% 4+ 1 és by = 3F — 1 szdmokat, ezekbél n 1épés elvégzése utan
az

(an,by) = (35" 4 (—1)™, 38+ — (—1)™)

szampart kapjuk, a kis Fermat-tétel szerint pedig a
-1l _ ] = (3’%1 - 1) (3% + 1)

szam oszthato lesz p-vel, ennek alapjan ha k-t ”2;1—re valasztjuk, akkor mivel p prim, azért osztani fogja
a szorzat valamelyik tényezojét, tehat ag-t vagy bo-t, és ha % 1épést végziink, akkor ezek utan a fent
kapott formula szerint az Gsszeg nem lesz mas, mint 2 - 3P, tehdt ezek a szamok valéban megfelel6k
lesznek.



