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10. osztaly

1. feladat: Egy korén adott 2002 pont, amelyek koziil egyet megjeloliink A-val. Az adott pontokkal,
mint cstcspontokkal megszerkesztjitk az Gsszes konvex sokszoget (hdromszogeket, négyszogeket, ... ).
a) Melyik sokszogbdl van t6bb, azokbdl, amelyeknek az egyik csicspontja az A, vagy azokbdl, ame-
lyeknek egyik csucspontja sem esik egybe az A ponttal?
b) Legyen P annak a valdszinusége, hogy az Gsszes konvex sokszog koziil taldlomra kivélasztva egyet,
annak az egyik csucspontja az A. Bizonyitsuk be, hogy
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Szabé Magda (Szabadka)

1. feladat I. megolddsa: a.) Tekintsiik a legkisebb olyan ivet, amely tartalmazza az A-t és
mindkét végpontjat kivalasztottuk! Ha ehhez a két végponthoz hozzavessziikk még az A csucsot, és
a sokszoget kiegészitjiik a kapott haromszoggel, az eredmény nyilvan egy konvex sokszog lesz, amely
megfelel a feltételeknek. Az is lathatd, hogy kiilonb6z6 sokszogekbél kiilonbozdket kapunk, mivel ez az
atalakitas egyértelmiien megfordithatd: venni kell az A csiccsal szomszédos két kivalasztott csicsot, és
a meghatarozott haromszoget levagni a sokszogbol. Ez azt jelenti, hogy az A csticsot nem tartalmazo
sokszogekbdl legfeljebb annyi van, mint az A csicsot tartalmazdkbdl. Ha viszont vesziink egy A csicsi
hiromszoget, annak a fent leirt médon nem tudunk megfeleltetni egyetlen olyan sokszoget sem, amely
nem tartalmazza csicsként az A-t, vagyis az A-t tartalmazé sokszogekbdl szigortian t6bb lesz.

b.) Ha kivélasztjuk a csicsokat, az Gsszekotés sorrendje mar egyértelmil, azaz az Ossze lehetséges
sokszogek szdma
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Vegyiik most szdmba azokat a sokszogeket, amelyek egyik csicsa az A pont!
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és éppen ezt kellett belatnunk.

2. feladat: Hatarozzuk meg az a paraméter azon értékeit, amelyekre

V1i+zt>1—2azx + 2°



egyenlGtlenség minden pozitiv x-re teljesiil.
Bogddn Zoltin (Cegléd)

2. feladat I. megoldasa: Az egyenlGtlenség
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alakba irhaté at. Ha most bevezetjik az y = = + % jelolést, akkor z? + ?12 = 42 — 2 miatt az
egyenldtlenséglink
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forméju, azaz gyoktelenités utan
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Mivel x pozitiv, azért y > 2, tehat a > =7 esetén az egyenlGtlenség biztosan teljesiilni fog, ennél

kisebb als6 korlatot viszont nem tudunk mondani, tehat ezek lesznek az a paraméter megfelel6 értékei.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden ABC héromszégben érvényes a kovetkezd egyenlétlenség:
4T (ctg A+ ctg B + ctgC) > ab + bc + ac,

ahol a, b, ¢ a hdromszog oldalainak hosszat, A, B, C' a haromszog szbgeinek nagysagat és T’ a haromszog
teriiletét jelenti.
Oldh Gyérgy (Komdrom,)

3. feladat I. megoldasa: Léssuk be els6 1épésként, hogy

4T(ctg A+ ctg B + ctgC) = a® + b* 4 ¢2

A koszinusztételbél tudjuk, hogy cosa = M, amibdl azt kapjuk, hogy ctga =
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Hasonléan megy a bizonyitds a masik két szogre, a harom megfelel6 Gsszefiiggést 6sszeadva pedig éppen
a bizonyitandé allitas adddik.

Ezutdn mér csak azt kell beldtnunk, hogy a? + b2 + ¢ > ab + bc + ac. Ez azonban 2-vel szorozva
és atrendezve azt adja, hogy (a — b)? + (b — ¢)? + (a — ¢)? > 0, ami nyilvanvaléan igaz. Ezzel a feladat
allitasat bebizonyitottuk.

4. feladat: Adott az n > 2 péaratlan természetes szam. Hatdrozzuk meg az
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szam egész részét.
Baldzsi Borbdla (Beregszdsz)

4. feladat I. megoldasa: Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:
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Tudjuk, hogy \/ﬁ+1/m > \/m}r\/m barmely n-re, ez pedig azt jelenti A > B. Adjuk most Gssze a
két kifejezést, illetve vonjuk ki ket egymdésbol:
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ami gyoktelenités utan egyenld
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Tekintve, hogy A = AJFTB + A%B, azért A;B <A< MTB + %, vagyis "7*1 <A< "TH Tudjuk tovabb4,
hogy n pdratlan, ami azt jelenti, hogy [A] = %71

5. feladat: Az ABC hiromszogben az AM, BN és C'P 6sszefuté egyenesek (egy ponton dtmend)
(M a BC, N aCA és P az AB oldalon taldlhat6). Legyen az AM és N P metszéspontja (). Bizonyitsuk
be, hogy, ha a BQM< és MQC< szogek egyenlok, akkor AM merdleges N P-re.

Andrds Szildrd (Kolozsvdr)

5. feladat I. megoldasa: Hiuzzunk parhuzamost az A ponton &t a PN egyenessel, jeloljiik ezt
az egyenest d-vell Hosszabbitsuk meg a BQ és CQ szakaszokat a d egyenesig, legyenek a kialakult
metszéspontok S és R. A parhuzamos szel6k tétele szerint 42 = A8 tovibbs AR = AC  amibél azt
kapjuk, hogy
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Az APN héaromszogben alkalmazva tovabba a Ceva-tételt az AO, BO, C'O egyenesekre azt kapjuk, hogy
AC BP QN _ 1

CN AB QP 7

amibdl azt kapjuk, hogy AR = AS. Ez azt jelenti, hogy a QA egyenes az RQS haromszdghen nemcsak
szogfelezd, hanem sulyvonal is, ami viszont azt jelenti, hogy a haromszog egyenlOszart, tehat QA egyben
magassig, vagyis meréleges RS-re, azaz NP || SR miatt AQ L PN is teljesiilni fog.

6. feladat: Egy négyzet alaku 100-szor 100-as tabldzat minden mez6jébe egy pozitiv egész szamot
frunk. Tudjuk, hogy barmely két szomszédos (kozos oldallal rendelkezd) mezdbe irt szadm kiilonbsége
legfeljebb 10. Bizonyitsuk be, hogy van 6 olyan mez6 a tablazatban, amelyekbe azonos szamokat irtunk.

Urbdn Jdnos (Budapest)

6. feladat I. megoldasa: Véges sok szdmot irtunk be, ezek k6z6tt mindig van legkisebb, jeloljiik ezt
m-mel! Legfeljebb 198 1épésben errdl a mezérol barmelyikre eljuthatunk, vagyis minden szdm legfeljebb

m + 198 - 10 = m + 1980

lesz, ami azt jelenti, hogy maximum 1981 kiilénb6z6 szamot irhattunk be a tdbldzatba. Annak azonban
10000 eleme van, és ha minden szdm legfeljebb 6tszor szerepelne, akkor Gsszesen 5 - 1981 = 9905 mez6t
tudnank kitolteni, ami ennél kevesebb. A skatulyaelv szerint tehat lennie kell legaldbb egy szdmnak,
amely minimum 6-szor fordul eld.



