XI. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Sepsiszentgyorgy, 2002. marc. 16-20.

9. osztaly

1. feladat: Hatéarozzuk meg a
90012002

szam tizes szamrendszerbeli alakjanak utolsé hat szamjegyét.
Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)

1. feladat I. megoldasa: Ismert képlet, hogy a™ —b" = (a—b)(a" ' +a"2b+...+b""1). Eszerint
2001™ — 1 = 2000 - a,,
ahol a,, pozitiv egész szam. Alakitsuk most 4t a kifejezésiinket:

20012000 — 1 = (2001 — 1)(200119% 4 20011998 + ... +1) =
= 2000(2000a1999 + 20001998 + - - . + 2000a; + 2000) = 10° - &,

a zarodjelen beliil minden tagbdl egyet kivonva és az utolsohoz 1999-et hozzaadva. Mivel pedig
2001%%°% = 2001%[(20012°°° — 1) + 1] = 4004001 - 10° - &,

azért az utolsé 6 jegye a 4004001 utolsé hat jegye lesz, vagyis 004001.

2. feladat: Az ABC egyenl§ szart derékszogli haromszog AC és BC' befogdjan ugy vessziik fel a
D és E pontokat, hogy DFE parhuzamos AB-vel és

DE+ EFA=AB.

Hatérozzuk meg az EAB szog nagysdgéat.
dr. Katz Sdndor (Bonyhdd)

2. feladat I. megoldasa: A feladat szerint DE + EA = AB, vagyis AE = AB — DE. Jeloljiik
a D és E pontok atfogora vetitett képét P-vel és @Q-val. Tudjuk, hogy az ABC szdg 45°-0s, eszerint
EQ = QB. De tudjuk azt is, hogy AP = BQ, hiszen az APD és BQFE haromszogek egybevigdk. Ennek
okan BQ = AB;J = ATE. Ez pedig azt jelenti, hogy mivel EQ = QB, azért EQ = % is teljesiilni fog.
fgy tehat az AQE haromszogben a QF befogd egyenld az atfogd felével, ami azt jelenti, hogy az EAQ

sz0g 30°-0s, ezzel a feladatot megoldottuk.

3. feladat: Az dbrén ldthat6 tédbldzatban az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szdmjegyeket tigy irtuk be, hogy

mindegyiket pontosan egyszer hasznaltuk fel, tovdbbd az abc, adg, beh, cfi, def, ghi, aei szdmok min-
degyike oszthatd 11-gyel. Mekkora a ceg szam lehetséges legnagyobb értéke?
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Kiss Sdandor (Nyiregyhdza)
3. feladat I. megoldasa: A tablazatba beirt szamok Osszeg 45. Tekintsiik az

(a—b+c)+(d—e+f)+(g—h+i)+2(b—e+h)



Osszeget. A feladat szerint ennek minden tagja oszthaté 11-gyel, vagyis ez elmondhaté az Osszegrél is.
Vegyok azonban e helyett az

(a+b+c+d+e+f+g+h+i)—4e

kifejezést, amely az eredetivel megegyezik, tehdt szintén 11-gyel oszthaté lesz. A zdrdjelben 45 all, tehat
e csakis 3 lehet, mivel csak ekkor lesz az Osszeg 11 tobbszorose. Az aei, def, beh szamok mind 11-gyel
oszthatok és masodik szamjegyiik 3. Ilyen szambol azonban csak 6 van: 132 és 231, 935 és 539, valamint
836 és 638. Ez viszont azt jelenti, hogy az a,b,d, f, h,i szdmok valamilyen sorrendben megegyeznek az
1,2,5,6, 8,9 szamokkal, vagyis ¢ és g csak 4 és 7 lehet. Ebben az esetben a legnagyobb lehetséges érték
734, ami viszont el6 is 4ll, ha

a=1,0=8c=7d=5e=3,f=9,9g=4,h=06,i =2.

4. feladat: Az ABC, C-ben derékszogi haromszogben BC = p, ahol p primszam, az AC befogd
hosszédnak szamértéke a k- p (k € N,k > 2), tovdbbd egész szdm annak a négyzetnek az oldalhossza is,
amelynek egyik cstcsa a C' pont, a tobbi csticsa az ABC haromszog oldalain van. Bizonyitsuk be, hogy
a négyzet teriilete k2-tel egyenld!

Biré Bdlint (Eger)

4. feladat I. megoldasa: Jeloljiik a négyzet oldalhosszéat z-szel, ekkor FFB = p—x és AD = kp—x.
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A BFE és EDA hdromszogek a szogek egyenlésége miatt hasonlék, ami azt jelenti, hogy #—* = et
ebbdl pedig dtszorzds és rendezés utdn az kovetkezik, hogy x(k + 1) = kp. Tudjuk azonban, hogy a k és
a k + 1 relativ primek, azért k + 1 sziikségképpen osztdja a jobb oldalon a p szamnak is. Ez pedig csak

azt hagyja lehetSségként, hogy k + 1 = p, tovabba x = k, és igy a négyzet teriilete 22 = k2.

5. feladat: Az ABC egyenld szarti hdromszog (AB = AC) sikjdban adottak az M és N pontok gy,
hogy a BN és C'M szakaszok a hiromszog belsejében metszik egymast, NBC< = MCA< és az MBN
valamint NC'M szogek derékszogek. Igazoljuk, hogy az M, N és A pontok egy egyenesen vannak!

Andrds Szildrd, Lukdcs Andor (Kolozsvdr)

5. feladat I. megoldasa: Legyen az M N szakasz felez6pontja P. A BMN és CM N derékszogi
haromszogekben P az atfogd felez6pontja, tehdt a Thalész-tétel kovetkezményeként PB = PC = M P,
vagyis P rajta lesz a BC szakasz oldalfelez6 mer6legesén. Tudjuk, hogy az M BN és NCM szogek
megegyeznek (ti. derékszogek), ez azt jelenti, hogy a B és C' pontok is rajta lesznek az M N f6lé emelt
Thalész-koron, tehat M BCN hurnégyszog lesz. Ebbdl pedig NBC/ = NMC/Z kévetkezik. Az M PC
hiromszogrol mar belattuk, hogy egyenlészari, vagyis MCPZ = PMC/Z, és az els6 feltétel alapjan
tudjuk, hogy MCAZ = MCPZ. Mivel pedig P a CM szakasz B-vel ellentétes oldalan fekszik, azért P
rajta van az AC egyenesen, és mivel tudjuk, hogy rajta van BC felezbmerdlegesén is, azért a P és A
pontok meg fognak egyezni, és igy M, N és A valdéban egy egyenesre esnek.



6. feladat: Mutassuk ki, hogy barhogyan is vélasztunk 17 darab természetes szdmot az {1, 2, ...,2002}
halmazbdl, 1étezik ezek kozott harom kilonbozo szam, amelyekkel mint oldalhosszakkal egy haromszog
szerkeszthetd. Igaz marad-e az allitas 16 szam esetén?

Jakab Tibor (Sepsiszentgydrgy)

2002. Belatjuk, hogy van olyan 1 < i < 15 melyre az x;, z; 11, T;+2 hosszisagi szakaszokbdl haromszog
szerkeszthetd, ez lathatéan csak annyit jelent, hogy a;+2 < a;+1 + a;. Bizonyitsuk ezt indirekt médon!
Ha nem lenne ilyen, akkor teljesiilne az, hogy x1 > 1, valamint x5 > 2, ezekbdl 3 > o +21 > 1+2 =3,
ebbll x4 > xo+1x3 > 3+2 = 5, és igy tovabb, végiil rovid szamoldssal belathatd, hogy x17 > 16+ 215 >
1597 + 987 = 2584 teljesiilne, ami nyilvanval6 ellentmondés. 17 szdmra igy igaz lesz az &llitas.

n = 16-ra azonban mar lehet olyan szamokat talalni, amelyek megfelelok lesznek. Vélasszunk minden
i-re a;-nek az i-edik Fibonacci-szdmot, (Fy = Fy = 1, Fj,42 = F, 41+ F,,). Konnyen ellendrizhetjiik, hogy
a 16-odik Fibonacci-szdm kisebb, mint 2002, tehdt minden szdm a megadott intervallumba esik. Az igy
eléallt szamharmasokbdl pedig, mint szakaszok mérészamaibdl, nyilvanvalé médon nem szerkeszthetd
haromszog.

6. feladat I. megoldasa: Legyen a 17 kivalasztott szdmunk 1 < 7 < 20 < 23 < ... < 217 <



