X. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Nagykanizsa, 2001. dapr. 6-10.

12. osztaly

1. feladat: Egy k korvonal A pontjdban merdlegest allitunk a kor sikjara, és megjeldljiik ezen az
egyenesen az A-t6l kiilonb6zé B pontot. Kossiik 0ssze ezutdn B-t a korvonal valamely tetszélegesen
valasztott M pontjaval, és tekintsiik az A pontnak a BM egyenesre es6é P meréleges vetiiletét. Mi lesz
a P pontok halmaza (mértani helye), ha M végigfut a k koron?

Dr. Kdntor Sdndor (Debrecen)

1. feladat I. megoldasa: Jeloljiik az A-n dtmend atméré masik végpontjat C-vel! Tudjuk, hogy
CM 1L AM,valamint CM 1 AB, ami azt jelenti, hogy C M merdleges az ABM sikra, vagyis CM 1 AP,
ami BM 1 AP-val egyiitt azt jelenti, hogy AP mer6leges a BMC sikra, tehat CP 1. AP.

Mindezekbol pedig azt kapjuk, hogy P a Thalész-tétel térbeli megfelel6je miatt rajta van az AB
és AC atmér8jli korokon, tehdt ezek metszésvonaldn is, ami egy kor (konnyen ldthats, hogy a korok
nem esnek egybe). Gondolatmenetiink megfordithatd, tehdt a kor minden pontja megfeleld lesz, vagyis
pontosan ez a kor lesz a keresett mértani hely.

2. feladat: Egy egyenld szarti haromszog alapja a, szarai b hosszisdgiak. Tudjuk, hogy a® + b3 =
3ab?. Hatdrozzuk meg a szérak altal bezart szog nagysagét!
Bogddn Zoltdn (Cegléd)

2. feladat I. megoldasa: Osszuk el a feltétel-egyenlet mindkét oldalat 8b3-nal! Ekkor
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Jeloljiik a szdrszog felét a-val, ekkor sina = g, vagyis sin® o = %, és az imént kapott egyenlGséget
felhasznalva ebbol )
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Ismert azonossig tovabbé, hogy sin 3a = 3sin o — 4sin® . Ennek alapjan
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Helyettesitsiik ezt vissza, azt kapjuk, hogy
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Ezt megoldva sin 3a = % Ebbél mivel a hegyesszog, csak o = 10°, illetve o = 50° lehetséges. Ez azt
jelenti, hogy a szarszog 20°-os vagy 100°-os lehet.

3. feladat: Melyik n természetes szadm esetén van a (2 + xz)n +(2+ ?12)” = 18 egyenletnek legtobb
valés gyoke? (Csak a kiilonbozé gytkoket szamoljuk.)
Ddné Karoly (Marosvdsdrhely)

3. feladat I. megoldasa: Hasznaljuk fel a szamtani és mértani kozepek kozti egyenlotlenséget,
tovdbba azt az ismert Osszefliggést, miszerint egy szam négyzetének és reciproka négyzetének osszege



legaldbb 2 (ez is beldthat6 a szdmtani és mértani kozepekkel). Eszerint
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Vagyis 18 > 2 - 3™, ez pedig csak n = 0,1, 2-t engedi meg. Az egyes eseteket megvizsgalhatjuk kiilon-
kiilon:

n = 0. Ekkor az egyenlet (2 + 2%)° + (2 + #)O = 18, ennek ldthatéan nincs megoldésa.

n = 1. A kapott negyedfoki (2 + x2) + (2 + 712) = 18 egyenletnek négy megoldasa adddik: +2 és
+/3.

n = 2. A kapott nyolcadfoku egyenlet (2 + z%)? + (2 + %)2 = 18, ez a négyzetes és mértani kozép
kozti egyenl6tlenség ismételt alkalmazdsdval
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Ez azt jelenti, hogy az egyenletnek csak akkor lesz megoldasa, ha 22 = 1%7 vagyis x = +1. Ez két valds
gyokot jelent.
A gy6kdk szama tehdt n = 1 esetén lesz maximalis.

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy hat egymés utan kévetkezd pozitiv egész szam szorzata nem lehet
egy pozitiv egész szam 6todik hatvanyaval egyenlo.
Szabé Magda (Szabadka)

4. feladat I. megoldésa: El6szor belatjuk, hogy hat egymaést koveté egész szam kozott van
legaldbb egy, amely a tobbihez relativ prim. Barmelyik két szam legnagyobb kozos osztdja osztdja lenne
a kiilonbségiiknek is, amely ebben az esetben csak 1 és 5 kozott védltozhat. A hat szam koziil hdrom
pératlan lesz, ezek koziil csak egy oszthaté 3-mal és a maradék kettébol is csak egy oszthatéd 5-tel. fgy
van egy szam, amelyik sem 2-vel, sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthaté, igy ez relativ prim lesz az osszes
tobbihez.

Ha igaz lenne az 4llitas, akkor ennek a szamnak egy teljes 6todik hatvanynak kéne lennie. Legyenek
a szamaink ekkor

z—2,z—lz,z+1l,z+2,2+3

Egyszertisitsiink most azzal a tényezovel, amelyet az imént vizsgaltunk, ekkor a megmaradt szdmok
szorzata P(z) és Q(x) kozé esik, ahol

P(x) = (z—2)(z — Da(z+ 1)(z +3) = 2° — 52® + 42 > (z — 1)5,
tovabba
Q(z) = (v — Da(z + 1)(z + 2)(z + 3) = 2° + 5a* + 52° — 52 — 62 < (z +1)°

A becslések x > 3-ra teljesiilnek. Ez azt jelenti, hogy a visszamaradt szorzat (amely maga is teljes
otodik hatvany) nem lehetne més, csak 2°. Ez azonban nem lehet, hisz a szorzat tartalmazza x — 1-et és
x + 1 kozil valamelyiket, amelyek viszont relativ primek z-hez, ez pedig ellentmondas, ezzel az allitast
bebizonyitottuk.

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy pdratlan azoknak az (a,b,c,d,e) pozitiv egész szdmokbdl 4116
rendezett szamotosoknek a szame, amelyekre az
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egyenlOség teljesiil.
Erdés Gdbor (Nagykanizsa)

5. feladat I. megolddsa: Az egyenlet teljesen szimmetrikus az 6t valtozénkra. Ez azt jelenti, hogy
azon megoldasok, amelyekben a # b, parbadllithatok a két valtozd felcserélésével. Ezeket a parokat el-
hagyhatjuk, a megoldasok szdmanak paritdsa nem véltozik. Vizsgaljuk tehat csak azokat a megoldasokat,
melyekben a = b. Hasonléan elegend6 azon megoldédsok vizsgdlatara szoritkozni, ahol ¢ = d. Ez a
% + % + % = 1 egyenlet megolddsait jelenti, azonban itt is elég azokkal foglalkoznunk, melyekre a = c,
vagyis a
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a e
egyenlet megoldasaival.

Az egyenletiink atrendezés utan

(a—4)(e—1)=14

Ennek viszont harom megoldasa van: a = e = 5, a = 6,e = 3, a = 8,e = 2. Ez pedig paratlan sok
megoldas, ami azt jelenti, hogy az eredeti egyenletnek is paratlan sok megoldasa kellett hogy legyen.

6. feladat: Legyen O az Aj;As... A, szabdlyos sokszog koré irt kor kozéppontja. Adjuk meg a
By, € OAg pontokat ugy, hogy

OAy
OB, = —— k=1,2,...,n—1
k n_k T 1 ( PP , 1 )
teljesiiljon. Igazoljuk, hogy a B1Bs ... B,,_1 A, sokszog teriilete egyenlé az A1 As . .. A, sokszog teriiletének
az n-ed részével.
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Haszndaljuk fel a haromszog trigonometrikus tertiletképletét, és azt,
hogy a csiicsokat O-val 6sszekotd szakaszok egyenld részekre osztjdk a teljes szoget. Ekkor érvényesek a
kovetkezék: R = OA,, OB = §7 OBy = % miatt ha az OA; Ay hdromszog teriiletét T7-gyel jeloljiik,
akkor
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Hasonléképpen kapjuk, hogy TO%?B?' = (n71)1(n72)’ és igy tovabb, valamint % =16s T“"%i‘lml =

%. Ez pedig azt jelenti, hogy a kérdéses sokszog teriiletét alkalmas haromszogek teriiletosszegeként felirva
al =1TpB,. B, 4, jeloléssel

T 1 N 1 P 1 n 1

o 1-2 2.3 77 (n—-1)-n n
amely jol ismert teleszkopikus Gsszeggé alakithato:

T_1 1+1 1+ L 1 1+1_1

v 2 2 3 7 n-1 n n
Ez pedig azt jelenti, hogy T' = T3, és mivel mar lattuk, hogy T a sokszog teriiletének n-ed része, azért
T is annyi lesz, ezzel pedig az allitast belattuk.



