X. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Nagykanizsa, 2001. apr. 6-10.

11. osztaly

1. feladat: Hany megoldasa van az
22 4 g2 4 22 = 22001

egyenletnek az egész szamok korében?
Szabé Magda (Szabadka)

1. feladat I. megolddasa: Az 2 + 42+ 22 = 2" hiromismeretlenes diofantoszi egyenlet megoldésai
csupa paros szamok. Ez a kovetkezdképp lathatd be: tegyiik fel, hogy két péaratlan és egy paros szam
van, azaz ¢ = 2x1 + 1, y = 2y1 + 1, 2 = 2z;. Ekkor az egyenlet alakja a kovetkezd:

(2z1 + 1)+ (21 +1)? 4 (22) =27

2@+ + Yty +2) =211

Tehat egy péaros szam egyenl6 lenne egy paratlannal, ami 1étezhetetlen. Ez azt jelenti, hogy mindharom
ismeretlennek parosnak kell lennie. Ekkor az egyenlet mindkét oldalat leoszthatjuk 4-gyel:

R
Ismételjiik meg ugyanezt az eljarast, végiil arra jutunk n = 2001 esetén, hogy
a? 4+ b2+ 2 =2,

ahol z = a - 21990 ¢ = p. 21000 5 — . 21000 Ay egyenlet egész megolddsai gy adédnak, hogy két
valtozé értéke +1, a harmadik pedig 0. Ennek alapjan az eredeti egyenlet megoldasat ugy kapjuk, hogy
két valtozé +2'000 a harmadik pedig 0.

2. feladat: Az ABC derékszogli haromszog AB atfogdjahoz tartozé magassiganak talppontja T
Mekkora az ABC, ATC és BTC haromszogekbe frhaté korok sugarainak sszege, ha T'C' =5 cm?
dr. Katz Sandor (Bonyhdd)

2. feladat I. megoldasa: Felhasznaljuk azt a jol ismert Osszefliggést, miszerint egy derékszogl
haromszogben a beirt haromszog sugaranak kétszerese megegyezik a két befogé 6sszegének és az atfogonak
a kiilonbségével, a szokasos jelolésekkel 2r = a + b — c. frjuk fel ezt az Osszefliggést mindharom
héromszogre! 2r =a+b—c, 2ri =p+m —a, 2ro = ¢+ m — a, ahol ry az ATC, ro a TC B haromszog
beirt korének sugara, m a c oldalhoz tartozé magassag, TB = q, AT = p.

Adjuk 0Ossze a fenti egyenleteket:

2(r4+ri+r2)=2m+p+q—c=2m,

mivel p+q= AT +TB = AB = c. Ez pedig azt jelenti, hogy r + 11 +ry =m =5 cm.

3. feladat: Az a, b, c oldali ABC' haromszog szogei «, 3, . Igazoljuk, hogy ha 3a + 23 = 180°,
akkor a? + bc — ¢ = 0.

dr. Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

3. feladat I. megolddsa: Rendezziik at a bizonyitandé egyenléséget! Azt kapjuk, hogy £ = b,

a

Forgassuk el a C pontot A koril az AB egyenesre! Jeloljiik a kapott pontot D-vell Mivel a haromszog



szogeinek Osszege 180°, azért 3a + 20 = o + ( + v, azaz v = 2« + (, amibdl azt kapjuk, hogy ~ a
héromszog legnagyobb szoge. Ez azt jelenti, hogy ¢ a legnagyobb oldal, tehdt D az AB oldal bels6
pontja lesz. Ekkor DB = c—b. A CD A haromszog egyenlGszaru, igy CDAZ = %. Tudjuk tovabba,
hogy 180° — a = 2(a + f3), vagyis CDBZ = 180° — % = 180° — (a + ) = ~. Ez azt jelenti, hogy
a DBC és C'BA héromszogek hasonldk, mivel szogeik megegyeznek, tehat a megfelel6 oldalak aranya
egyenld:

a CB DB c¢—b

¢c AB CB  a '

és éppen ezt akartuk belatni.

4. feladat: Hény kiilonbozé szam van a kovetkezd 2001 szam kozott?

12 22 20012
20017 (2001] 7" """ | 2001 |’
([x] jeloli az = szadm egészrészét, azaz azt a legnagyobb egész szdmot, amely 2-nél még nem nagyobb.)
dr. Katz Sdndor (Bonyhdd)

4. feladat I. megolddsa: Két szomszédos négyzetszam kiilonbsége (n + 1)2 —n? = 2n + 1. n

fiiggvényében ez szigoriian monoton né. Mivel 10012 —1000% = 2001, azért 1200%112 — 129?0012 = 1 Amennyiben

n < 1000, 4gy % — % < 1 az elézbéekbol kovetkezden. Ez azt jelenti, hogy az

12 N 22 R 10002
2001 2001 o 2001
szamok sorozatdban az els6 szam, azaz 0, és az utolsé szam, azaz 499 kozott minden lehetséges egész
érték el6fordul, ez Gsszesen 500 kiilonobozo egész szam.

’ (7’7,4»1)2 n?
n > 1000 esetén 5557~ — 5007

> 1. Az egymaést kovetd tortek kiillonbsége igy 1-nél nagyobb, tehat az

10012 N 10022 R 20012
2001 2001 o 2001
szamok mind kiilonb6z6k lesznek, és mivel az elsé értéke 500, azért mindegyik kiillénbozni fog az imént

szémbavett szamoktol. Osszesen ezekbdl 1001 darab lesz, tehdt mindent egybevéve 1501 kiilonb6z6 szam
lesz a feladat altal megadott sorozatban.

5. feladat: Adott a sikon 2001 pont és egy egységnyi sugart kérvonal. Bizonyitsuk be, hogy taldlhaté
a korvonalon olyan pont, amelytol az adott pontokig mért tavolsadgok Osszege legaldbb 2001.
Baldzsi Borbdla (Beregszdsz)

5. feladat I. megoldasa: Valasszuk ki a korvonal tetszoleges A pontjat! Amennyiben 2?2011 AM; >
2001, akkor az allitas igaz lesz. Ha nem igy van, akkor hizzuk be az A-n dthalad6 atmérét, és jeldljik a
masik végpontjat B-vell Tudjuk, hogy AB = 2 és igy a hdromszogegyenlStlenség miatt AM; + M; B > 2

barmely i-re, ez pedig azt jelenti, hogy

2001 2001 2001
ST AM;+ Y MB =Y (AM; + M;B) > 2 - 2001
i=1 i=1 i=1

Mivel pedig tudjuk, hogy S>7°0" AM; < 2001, azért 3 700" M; B > 2001, ezzel pedig az allitést belttuk.




6. feladat: Igazoljuk, hogy ha x1,z9,...,2, € [%, 1], akkor

3—\/1—x%+3—\/1—x§+ +3—\/1—x%>ﬁ
_2‘

l’2+4 :Z?3+4 $1+4

Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Bizonyitsunk el0szor egy valtozora!

3—V1—22 S 1
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\Y

[\

T
\

8
¥

2—x >
z(bx —4) > 0,

ami x € [%; 1] esetén mindig igaz lesz. Hasznaljuk most fol a szdamtani és mértani kozepek kozti

egyenl6tlenséget!
3—/1—a? 3_‘/1_$%+ +3—,/1—x%> 7lﬁ3—\/1—x%>n
e+ ———"2>n — 8> —
To+4 x3+ 4 1 +4 - Pt T+ 4 -2’

ezzel pedig belattuk az allitast.



