X. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Nagykanizsa, 2001. dapr. 6-10.

10. osztaly

1. feladat: Adott a sikban az A1 A, ... A, (n > 3) konvex sokszog, amelynél az AxAp11 oldal hossza
ar (Ap+1 = Aj). Vetitsiik merdlegesen a sokszoget az Ay Ag11 oldaldnak egyenesére és jeloljiik a vetiilet
hosszét dg-val (k= 1,2,...,n). Bizonyitsuk be, hogy

Szabé Magda (Szabadka)

1. feladat I. megoldasa: Konnyen meggondolhatd, hogy a sokszognek barmelyik oldalegyenesére
vett vetiilete kevesebb, mint a keriilet fele, amit s-sel jeloliink. Ennek alapjan felirhaté a kovetkezo
Osszefiiggés:
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Ezzel az allitast belattuk.

2. feladat: Hatéarozzuk meg azokat a derékszogli haromszogeket, amelyek oldalai egész szamok és
teriiletének mérészama haromszorosa keriilete mérészamanak.
Oldh Gyorgy (Rév-Komdrom,)

2. feladat I. megoldasa: A feltétel azt jelenti, hogy 3(a + b+ ¢) = %b, amibél ¢ = %b —(a+0)

kovetkezik. A héromszogiink derékszogil, ez azt jelenti, hogy a® + b? = ¢2. Helyettesitsiik be most ebbe
¢ értékét! )
b 2p? b
a2+ b = (Cé — (a+b)> = a?T)’ — %(a+b)+a2+2ab+b2,
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egyszeriibb alakra hozva — % (a+b) + 2ab = 0. Rendezziink 4t és egyszer(isitsiink ab-vel!

ab—12(a+b)+ 72 =0,

ami azt jelenti, hogy
(a—12)(b—12) =T72.

A 72-t a sorrendet is figyelembe véve 12-féleképp lehet pozitiv szamok szorzatava bontani. A megoldasok
a kovetkezok:

a—12=1,b—12 =72. Ekkor a = 13,b = 84, c = 85.

a—12=9,b—12 =8. Ekkor a = 21,b = 20,c = 29.

a—12=3,b— 12 = 24. Ekkor a = 15,b = 36, c = 39.

a—12=4,b— 12 = 18. Ekkor a = 16,b = 30,c = 34.

a—12=06,b— 12 = 12. Ekkor a = 18,b = 24, ¢ = 30.

a—12 =236, b— 12 = 2. Ekkor a = 48,b = 14, ¢ = 50.

Ellenérizhetd, hogy ezek a szdmharmasok valoban kielégitik az egyenletet, ha pedig a-t és b-t folcseréljiik,

ezekkel egybevagd haromszogeket kapunk. A negativ szorzattd bontdsok koziil kettd felel meg, a (—8) -
(—9) és a (—9) - (—8), de a kapott 3,4,5 oldald hdromszog nem felel meg a kezdeti feltételnek.




3. feladat: Az ABC derékszogii hdromszog AB atfogdjdhoz tartozé magassag talppontja D. Az
ADC és BDC héromszogekbe irhaté korok sugara ry és ro. Fejezziik ki az ABC haromszogbe irhato
kor r sugarat ry és ro segitségével.

dr. Katz Sdndor (Bonyhdd)

3. feladat I. megoldasa: Az ADC és ABC haromszigek a szogeik egyenlosége miatt hasonldk, ez
azt jelenti, hogy r1 : r = b : ¢, ugyanigy a BDC és ABC haromszogek hasonlésdga miatt ro : 7 =a : c.
Emeljik mindkét egyenletet négyzetre és adjuk Gssze a megfelel6 oldalakat!
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Ez azt jelenti, hogy r2 = r} + r3, tehdt r = \/r? + 3.

4. feladat: Az A halmaz a pozitiv egész szamokat tartalmazza 1-t61 2001-ig bezarélag. Megadhaté-e
néhany A; (i =1,2,...,n;n > 2) részhalmaz tgy, hogy teljesiiljenek a kovetkez6 feltételek:

o a)AluAQUAn:A,
e b)A,NA; =0;i#754,7=1,2,...,n;
e claz A; (i=1,2,...,n)

halmazban a szamok koziil a legnagyobb egyenld az Gsszes tobbi szam Osszegével.
Baldzsi Borbdla (Beregszdsz)

4. feladat I. megoldasa: Minden i-re az A; halmaz elemeinek Gsszege megegyezik a legnagyobb
szam kétszeresével, tehdat mindenképpen paros. Ez azt jelenti, hogy a részhalmazokra képezve ezen
Osszegek Osszegét, az is paros lesz, de ez nem lesz mas, mint a szamok Osszege 1-t6l 2001-ig, azaz
M = 2001 - 1001, ami paratlan szam. Ez pedig ellentmondés, tehat nem létezik a halmaznak

megfelel6 felbontésa.

5. feladat: Oldjuk meg az egyenletet, ha x egész szam:
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Biré Bdlint (Eger)

5. feladat I. megoldasa: Az x = 0 lathatéan nem megoldds. Osszuk el mindkét oldalt x-szel,
végezzik el a miiveleteket és rendezziink &t!
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Helyettesitsiink most a = 22 — 422 — 2-et, ami egy 0-t6l kiilonbozé paraméter. Az egyenlet alakja ezutén:

1
Z =0
a+a+4 ,

ami azt jelenti, hogy
4a® +17a +4 = 0.

Ennek két gyoke van, a1 = —4, ay = *i' Tekintve, hogy z a feladat szerint egész szam, ezért a is az,
vagyis as nem lesz megfelel6. ai-re az

23 —4x® — =4



egyenlet révid szamolassal szorzattd alakithato:
(x—4)(z+1)(x—1) =0.

Ennek pedig harom gyoke van: 1 = 4, xo = —1, x3 = 1, amelyek kénnyen lathaté modon az eredeti
egyenletnek is megolddsai.

6. feladat: Az 1,2,3,...,2n — 1, 2n szamokat két egyenld csoportra osztjuk. Legyenek a1 < as <
... < ay az egyik, by > by > ... > b, a mésik csoport elemei nagysag szerint névekvd, illetve csokkend
sorrendben. Bizonyitsuk be, hogy

lay — by| + |ag — ba| + ... + |a, — b,| = n*.
dr. Pintér Ferenc (Nagykanizsa)
6. feladat I. megoldasa: Barmely 1 < k < n-re ap és by kozil pontosan az egyik lesz n-nél
nagyobb. Ez belathat6 abbdl, hogy ha ai < n és by, < n teljesiilne, az azt jelentené, hogy az aq, as, ..., ax
és bi, bk+1, - - -, by szamok koziil mindegyik legfeljebb n lenne, de mivel ezek kiilonb6z6 szdamok, azért ez
lehetetlen. Ugyanigy ha ap > n, by > n, akkor by,bs,...,bg és ag,ag+1,...,a, mind n + 1 és 2n kozé
esnek, ami szintén lehetetlen. Ez azt jelenti, hogy az 6sszegben minden tag egy m-nél nagyobb és egy

n-nél kisebb szam kiilonbsége. fgy az abszolutértékek osszegét megkaphatjuk gy, hogy az n-nél nagyobb
szamok 0sszegébOl kivonjuk az n-nél kisebb szamok Osszegét. Ez az Gsszeg, ha atrendezziik:

M+ +m+2)+...+(n+n)—(1+2+3+...4n) =

=2+ (1+24+3+...4n)—(1+2+3+...4n)=n?
, és éppen ezt kellett belatnunk.



