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12. osztaly

1. feladat: Oldjuk meg a valés szamok korében a kovetkezo egyenletrendszert:
dry(a® —y?) = —1
2+ =1
Katz Sandor (Bonyhdd)

1. feladat I. megoldasa: Mindkét egyenletet négyzetre emelve a kovetkez6t kapjuk:
1622y (2* — 22292 +y*) = 1
{ 222 £yt = 1
Vezessiik be az a = 222y? és b = z* + y* jeloléseket! Ekkor
8a(b—a) =1
{ a+b=1

Ennek a masodfokira vezetd egyenletrendszernek a megoldasa a = i, b= %. Helyettesitsiink vissza!

22%y? =
byt =
Kifejezve az elsé egyenletbdl z2-et és beirva a maésodikba azt kapjuk, hogy z* = 3 F /8, tovabbi

y* = 34 /8. Ez pedig azt jelenti, hogy z? = 24& és y? = L“‘/ﬁ. Ez 6sszesen nyolc megoldédspart enged
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meg, mivel Qi—ﬁ = \/m, és ennek az ellentettje is széba johet. A lehetséges megoldasparok koziil

2
. \/2+ _ \/2-V2, V242 _ V22

négy fogJa klelegltenl az eredeti egyenletet is: z; = = 5 Ty = Y = T

T3 = Y ,yg V2+ *fiﬁ *fivzg.

2. feladat: Az ABCD konvex négyszog AC és BD atléi az O pontban metszik egymast, tegyiik
fel, hogy DO > BO. Legyen P az OD szakasznak az a pontja, amelyre 2 - DP?2 = DO - DB teljesiil.
Igazoljuk, hogy a P ponton &t az AC &tléval parhuzamosan huzott egyenes a négyszoget két egyenld
teriiletli részre bontja!

Szdsz Robert (Marosvdsdrhely)

2. feladat I. megoldasa: A bizonyitdsban felhasznaljuk, hogy barmely trapézban a két szér az
atlok metszéspontjaval, mint harmadik csticesal, egymaéssal egyenld teriileti haromszogeket alkot.

Jeloljiik a négyszogiinkben a BD &tl6 felezépontjat Q-vall Mivel az ABD és BC' D haromszogekben
egyarant a sulyvonal felezi a teriiletet, azért az ABCQ és AQCD négyszogek teriilete megegyezik.
Legyen a P-n at AC-vel huzott parhuzamos metszéspontja az AD szakasszal M, a CD szakasszal N! A

feltételiink szerint DP? = LOLE "ami azt jelenti, hogy DP? = DO - DQ, vagyis dtrendezve 5% = BL.
A péarhuzamos szeldk tétele szerlnt D% = Bg = %{f Ez azt jelenti, hogy a tétel megforditasa miatt M@
és AP parhuzamosak egymdssal. Ez azt jelenti, hogy az APQM négyszog trapéz. Jeloljik AQ és PM
metszéspontjat R-rel, CQ-ét és PN-ét S-sell A megoldas elején emlitett allitas szerint Taprr = TR,
és hasonlé gondolatmenet utdn Tpgs = Tnsc. Ez a két allitas pedig egyiitt mér éppen az adja, amit




bizonyitani akartunk, hiszen azt mar tudtuk, hogy az ABCQ és ADCQ négyszogek teriilete megegyezik.

3. feladat: Igazoljuk, hogy ha n > 1, egész szamok, akkor

1 ,
15+25+35+...+n5:5(4(1+2+3+...+n)57(1+2+3+...+n)2).

Bencze Mihdly (Brassd)

3. feladat I. megoldasa: Teljes indukcidval bizonyitunk. Az allitas igaz n = 1-re. Tegyiik most
fel, hogy igaz egy n pozitiv egészre, és ladssuk be n + 1-re! A feltevés szerint

n

k=1
Irjuk fel az Osszeget n + 1-re!

n+

k=1

1 n 1 n 2 4
Zk5:k§k5+<n+l)5:_§ (;0 +3<

n

Zk) +(n+1)°

k=1

el (5) 0

frjuk fel tovdbbd a bizonyitand6 egyenlétlenség maésik felét is n + 1-re!

1 n+1 2 4 n+1 3
() )
k=1 k=1

k=1

-3 (;k> +2n+1)> k+(n+1)° | +

n

% (ik> +3(”+1)<Zn:k> +3(n+ 12> k+(n+1)* | =
k=1 k=1

és ez lathatdan éppen az, amit be kellett bizonyitanunk.
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n+2 n(n+1)

k=1

C(n+1)?
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an(n+1)

2 3

4(n+1)3 B

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha 1 > 29 > -+ > x, > 0 valds szdmok (n > 1), akkor

3 3 3 3 3
T3 — Ty Ty — T3 Tp—1 — Ty
T F—— +...+ g,
LTy Ty TogT T3 Lp—1 T Ty

<3
2

T1 — Tn

T1Tn

Kacsd Ferenc (Marosvdsdrhely)

4. feladat I. megoldasa: ElGszor is bizonyitsuk az egyenlétlenséget két valtozéra. Vegyiik észre,
hogy a jobb oldali kifejezés masodik tényezdje i - :Tll forméaba irhatd, bizonyitandé tehat, hogy ha

1 > X2, akkor igaz lesz az egyenlétlenség:

r1w2(2? + 1170 + 22)
a* + b4

23
2



Ezt belathatjuk példaul a szamtani és négyzetes kozép kozti egyenl6tlenség alapjan:

2 2 2 2
r7+x5 2 2 r1+x5
r122(2? + 2122 + 23) - 2 (xl tx+ =5

T .4 T .4
i x7 + Ty

(2] +23)?

_3 _3
2 2+l 2

hiszen 2(xf+23) > (22 +23)?, ez ekvivalens azzal, hogy (23 —23) > 0, ami x1 # x5 miatt nyilvanvals. Ez

azt jelenti, hogy barmely 1 < k < n esetén i%:;z% < % (i — wkl_l). Osszeadva ezen egyenlétlenségek

megfelel6 oldalait

" -1 3¢/ 1 1 3/1 1 3z — zp
H<22<_ >:2(_ >: 1= 20)
s Ty_q T 2 Tk Tk—1 T Tn-1 T1Tn

és éppen ez volt a bizonyitandé allités.

5. feladat: Igazoljuk, hogy ha P(x) egy legaldbb elséfoki egész egyiitthatds polinom és x1, xa, . .., z,
(n > 3) kiilonbo6z8 egész szamok, akkor a kovetkezé egyenléségek nem lehetnek egyszerre igazak:

P(z1) = x9; P(xo) =x3; ... 5 Pxy,) = 21.
Pintér Ferenc (Nagykanizsa)

5. feladat I. megoldasa: Ha létezne ilyen polinom és ilyen egészek, akkor, felhasznélva azt a
tételt, hogy egész egyiitthatés (nem azonosan nulla) polinom és a, b kiilonb6z6 egész szdmok esetén
(a —b)|(P(a) — P(b)), teljesiilne:

P(z1) — P(x2)),  sigy  (z1—x2)|(w2 — x3),
P |

(x1 —22)[(P(z1) — P
|(P(z2) — P(x3)), sigy (w2 —ax3)|(v3 — 24),

($2—$3)(
(- 20)|(Pan) = P(z1)),  sigy  (zn—21)|(@1 — 2).

Ebbél |21 — x2| < |xe — 23] < ... < |z — 22, {gy |21 — 22| = |22 — 23] = ... = |T1 — 22| kGvetkezik.
Ez pedig n > 2 esetén kiilonboz6 x4, xs, . .., x, értékekre nem allhat fenn.

6. feladat: Az Aq, As, As,..., A, pontok egy korvonalon helyezkednek el. Hanyféleképpen lehet
legfeljebb 100 szin felhasznaldsaval kiszinezni a pontokat gy, hogy a szomszédos pontok kiilonb6zo
szintiek legyenek?

Erdés Gdbor (Nagykanizsa)

6. feladat I. megoldasa: Jeldljiikk a,-nel a kérdéses szamot! Nyilvanvaléan ay = 100 - 99 és
a3 =100-99-98. n > 4 esetén probaljuk meg eléallitani a,-et a,_1-bél és a,_o-bol!

Ha az A, _5 és A, pontok azonos szinfiek, akkor a koztik 1év6 A,,_1 szine 99-féle lehet, és a fenn-
marad6 n — 2 pontot a,_o-képp lehet szinezni (A4,,_2 és A, szine megegyezik). Ez 99a,,_» lehetsség.

Ha A, _5 és A, szine nem egyezik meg, akkor A, _; 98-féle szint kaphat, a maradék n — 1 pontot
pedig a,_1-féleképp szinezhetjik ki. Ez Osszesen 98a,,_1 lehetséget jelent.

Ezekbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a, = 98a,_1 + 99a,_2. A masodrendl rekurziét
még meg kell oldanunk. A karakterisztikus egyenlet

22 — 98z — 99 =0,

ennek a gyokei 99 és —1, tehdt a,, = A-99" + B - (—1)". ay és a3 vizsgédlata alapjén A =1 és B = 99.
Tehat a,, = 99™ + (—1)" - 99.



