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11. osztaly

1. feladat: Oldjuk meg a valés szamok korében a kovetkezo egyenletet:
22222 (2% 4y + 22) + 2ty P2 4 22? = 2oy (aPy +yPe 4 2Pe).
Arokszdlldsi Tibor (Paks)

1. feladat I. megoldasa: Az egyenlet lathatéan szimmetrikus a valtozdkra nézve. Az elsé eset,
hogy valamelyik véltozé6 nulla, legyen ez ekkor x! Ebben az esetben a jobb oldal nulla lesz, és az egyenlet
y?2%2 = 0 forméra redukdlédik, tehdt y és z koziil az egyik valtozé nulla, a mésik tetszdleges, tehat
megoldast kapunk akkor, ha egy véaltozé értékét tetszblegesre valasztjuk, a masik kett6ét pedig nullara.

Ha egyik valtozé sem 0, akkor osszuk el mindkét oldalt x2y?z2-tel!
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x2+y2+z2+2+2+2=2(+y+)
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-2t )+ (22t )+ (22245 ) =0
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Ez pedig csak akkor allhat fenn, ha x = %, valamint z = i, ebbll z = y, méasrészt a harmadik taghdl
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Yy = % kovetkezik, tehdt csak o = y = 1 lehet a megoldés (ekkor nyilvdn z = 1 is teljesiil), vagy pedig
x =y = —1 (ekkor z = —1). fgy tehdt a megoldéds: vagy mindharom valtozé 1, vagy mindharom —1,
vagy két valtozo 0, és a harmadik tetszdleges.

2. feladat: Tegylik fel, hogy az ABC hegyesszogli haromszogben AB > AC és jeldlje a haromszog
koré irt kor kézéppontjat O. Az A csicsbol hizott magassdgvonal a BO egyenest az E, a CO egyenest
az F' pontban metszi. Igazoljuk, hogy AF - AF = BE - C'F

Abrahdm Kinga, Csorba Ferenc (Sopron, Gydr)

2. feladat I. megoldasa: Rendezziik 4t a bizonyitandé egyenlGséget! % = %. Elegendd lenne
belatnunk, hogy az AEB és C'F' A hiaromszogek hasonlék. Jelolje az AF' egyenes metszéspontjit a korrel
R, a B-n és C-n atmend atmérok végpontjai @ és P! A BCQP négyszor téglalap lesz, mivel 4tléi felezve
metszik egymast és korbe irhato, tehat paralelogramma és szomszédos szogei megegyeznek. Az O-n
dtmend BC-vel pdrhuzamos tengelyre szimmetrikus lesz az elrendezés (az ABC' héromszoget kivéve),
ebbél az kovetkezik, hogy BR = PA, tehdt a hozzdjuk tartozé ivek és az azokhoz tartozé keriileti
szogek is megegyeznek, vagyis BAR/Z = PCA/. Az OEF héaromszog egyenld szaru lesz, mert az OCQ
héromszoghoz O kozépponttal hasonld. Ebbél viszont az kovetkezik, hogy a BEA és AFC' szogek (mind-
kett6 kiilsé szog a hdromszogben) megegyeznek, tehit igaz lesz az, hogy az AEB és CF A hdromszogek
hasonlodk, ezzel az allitast bebizonyitottuk.

3. feladat: Jeldlje M (a) az egész szdmegyenesen értelmezett

al?) = e+ 5 ———
fa(x) = |a + cos x+2+coszx



(a tetszbleges valés szam) fiiggvény maximumat. Hatdrozzuk meg az M (a) szdmok minimumét!
Ddné Karoly (Marosvdsdrhely)

3. feladat I. megoldasa: Alakitsuk at a definidlé képletet!

1
fa(x) = |2cos®z +4 + +a-5 :\2t+;+a—5\,

2+ cos?x

ha bevezetjiik a t = (2+cos? z), 2 < t < 3 értékkészletli paramétert. A 2t + % kifejezés a t értékkészletét
jelentd intervallumon szigorian névekvé, ebbél az kivetkezik, hogy 2t + 1 € [2-2+ 3523+ 1] = [2; 2]
Ez azt jelenti, hogy a g.(t) = 2t + % +a — 5 fliiggvény értékkészlete a [a — %; a+ %] intervallum lesz, igy
az fo(t) = |ga(t)| figgvény a maximumadt valamelyik végpontban veszi fol. Vézolva az intervallum két
végpontjat definidlé figgvényt (a fliggvényeként) lathatd, hogy a minimum a = —%—ben lesz, éspedig

%. Ez precizen belathaté abbdl, hogy a < —15—2 esetén
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ha pedig a > —1—52, akkor azt kapjuk, hogy
n 4 n 4 - 5 n 4 11
a+-|l=a+=->—-——+-=—
3 3 12 3 12

Ezzel pedig a feladat minden kérdését megvalaszoltuk.

4. feladat: Igazoljuk, hogy ha n > 3 egész szam, akkor
1-3:5.7-...-.(2"=1) -1

oszthaté 2"-nel!
Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat I. megoldésa: Jeloljiikk az 1-3-5-7-...-(2" —1) — 1 szdmot E,-nel! E3 = 23.13. Teljes
indukciéval bebizonyitjuk, hogy tetszoleges n-re E, = 2" - M, ahol M kozelebbrél meg nem hatarozott
pozitiv egész szam. Ez igaz lesz n = 3-ra, tegyiik fel, hogy igaz n = k-ra, és bizonyitsuk be n = k + 1-re!

Eppp=1-3-5-...- 2" =D +1)2"+3)...2F + (2 - 1)) =
= (Br+ 12"+ 1)(2F +3)2" +5)... 2"+ (2" —1)) =2 . »

5. feladat: Jelolje egy trapéz két parhuzamos oldaldnak hosszét a és ¢ (a > ¢), a két szdrdnak
hosszat b és d, a két atlgjanak hosszat pedig e és f. Igazoljuk, hogy

f2—62

?—b*=(a— .
(a—c) P

Kdntor Sandor (Debrecen)

5. feladat I. megolddsa: Jeldljikk az a és b oldalak altal bezért szdget a-vall Ekkor a koszinusztétel
szerint f2 = a? + b — 2ab cos a, tovabba cosa = — cos(180° — «) miatt e = b% + ¢ + 2bccos a. A két
egyenloséghdl:

f2—e* a®>—-c®—(a+c)2cosa

= =a—c—2bcosa
a-+c a-+c




Azt kell tehét belatnunk, hogy d2 — b2 = (a — ¢)2 — 2b(a — ¢) cos . Ujra felhaszndlva a koszinusztételt
ez azt jelenti, hogy
d2—b2:(a—c)2—(a2+b2—f2)+(62—b2—02),

tehat atrendezve
> +0? = f?+e?—2ac

Hasznaljuk fel a Pitagorasz-tételt, legyen x a B pont és a C-bdl a-ra allitott meréleges talppontja
kozti szakasz hosszal Ekkor d? = x? + m?, tovabbd b* = (a — c — 2)? + m?, f2 = (v + ¢)® + m?,
e? = (a — x)? + m?. Ezeket az egyenlSségeket helyettesitiik be a bizonyitandé osszefiiggésbe, és révid

szamolds utan azonossagra jutunk, ezzel az allitast belattuk.

6. feladat: Igazoljuk, hogy ha n > 2 egész szam, akkor n + 1 tetszOlegesen vélasztott valds szam

kozott mindig van kettd — jelélje ezeket x és y — amelyekre igaz, hogy 0 < {5 < tg 7.

Lovdsz Gabriella (Csallékozaranyos)

6. feladat I. megoldasa: Valasszuk ki azokat a by, bs, ... by, by y1 valos szamokat a (—g; g) inter-
vallumbdl, amelyekre minden 1 < ¢ < n + 1 esetén tgb; = a;, ahol az a;-k az adott valds szamok. Ezt
megtehetjik, hiszen a tangensfiiggvény a fenti intervallumon szigorian monoton no, és értékkészlete a
teljes valds szamhalmaz. Az intervallumot n egyenl6 részre osztva a skatulyaelv szerint lesz két széam,
amely ugyanabba a részbe esik. Legyen ez a két szdm « és 3 oly médon, hogy o > 3. Ekkor 0 < a—f8 < 7,

és ha tga =y, tg 8 = = (a monotonitds miatt y > x), akkor az ismert tangensaddicids tétel szerint

y—r  tga— tga

0< =
1+zy 1+ tga-tgf

s
= tg(a—pB) < tg

az utolsé egyenlGtlenség pedig ismét csak a tangensfliggvény monotonitasa miatt lesz igaz.



