VIII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Debrecen, 1999. mdrc. 25-29.

12. osztaly

1. feladat: Az ABC haromszog belsejében 16v6 P pontra igaz, hogy PABZ = PBC/ = PCAZ .
Mivel egyenlé a PAB szog tangensének értéke, ha AB =13, BC = 14 és AC = 157
Kiss Sdndor (Nyiregyhdza)

1. feladat I. megoldasa: Jeloljiik a PAB szoget ¢-vel, a PA szakasz hosszat x-szel, PB-ét y-nal,
PC-ét z-vell Ez azt jelenti, hogy a hdromszog teriilete a trigonometrikus teriiletképlet alapjan

1
T= 3 ((13z + 14y + 152) sin ¢) ,
ebbdl dtrendezve pedig sin ¢ = 5 +12£/ 15 = 132 _&23 15 hiszen a haromszog teriilete a Héron-képlet

alapjan szamolhatd, éspedig 84 egység.
Irjuk fel most a koszinusztételt a PAB, PBC, PC A haromszégekben.

y? = 132 + 2% — 26z cos ¢

2% = 142 + 4% — 28cos ¢

z? = 152 4+ 2% — 30z cos ¢
Adjuk Gssze a hdrom egyenletet:

132 + 142 + 15% = (262 + 28y + 302) cos ¢.

13241424152 . . . __ sin¢g __ 168
i34y T 157 Ez pedig azt jelenti, hogy tg¢ = cosd = 295°

Atrendezve cos ¢ =

2. feladat: Egy minden valds szamra értelmezett f fliggvény minden x és y értékre kielégiti a
kovetkez6 egyenlotlenségeket:

f(z) <z,
flx+y) < f(@)+ f(y).

|

Bizonyitsuk be, hogy minden z valds szémra f(x)
Kdantor Sdndorné (Debrecen)

2. feladat I. megolddsa: Helyettesitsiink az els6 feltételbe = 0-t, ekkor f(z) < 0 adédik. y = 0-
ra pedig a masodik feltételbdl f(z) = f(x 4+ 0) < f(x) + f(0), ami pedig azt jelenti, hogy f(0) > 0. Igy
tehdt f(0) = 0. Behelyettesitve y = —z-et a masodik feltételbe 0 = f(z — x) < f(x) + f(—x), és mivel
f(z) < x, valamint f(—x) < —x, azért f(x) + f(—x) <0, igy tehdt f(z) + f(—x) < 0, és igy mindkét
egyenlétlenségben egyenléségnek kell fennéllnia, vagyis f(z) = = és f(—x) = —x, és éppen ezt kellett
bizonyitanunk.

3. feladat: Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet, ha x és y egész szamok:
23 — 2322 — 23y% + y2x + 22 = 1849.

Bird Bdlint (Eger)



3. feladat I. megoldasa: Végezziink ekvivalens atalakitdsokat az egyenleten!

x(2? +y?) — 23(2% +y?) + 22 = 1849
(z —23)(2? + y?) + 2z = 1849

(z —23)(z% 4+ y?) + 2(z — 23) = 1803
(z —23)(z* +y* +2) = 1803

Az 1803 primfelbontédsa 3 - 601. A masodik tényez6 biztosan pozitiv, tehat az els6 is biztosan az lesz.
Négy lehet6ség adédik ekkor:

a.) x — 23 = 1, ekkor z = 24, emellett 2% + y? + 2 = 1803, ezt megoldva y? = 1225, {gy az egyenlet
megoldasai az r1 = 24,y; = 35 és xo = 24, ys = —35 szamparok.

b.) x — 23 = 1803, vagyis # = 1826 és 22 + %> + 2 = 1. Ez viszont y? > 0 miatt biztosan nem
teljesiilhet.

c.) x—23 = 3, vagyis & = 26 és 2 +y?+2 = 601. Azonban 262 > 601, tehat ismét nem lesz megfelels
Y.

d.)  — 23 = 601, vagyis = 624 és 2% + y? + 2 = 3. Lathaté médon y? > 0 miatt ez is ellentmondés.

Osszességében véve azt kaptuk tehat, hogy csak két megoldds van: x = 24,y = 35, valamint z =
24,y = —35.

4. feladat: Legyen A a tizes szdmrendszerben felirt 1997999 szdm szédmjegyeinek az dsszege, B
pedig az A szdmjegyeinek az Osszege. Szamitsuk ki B szdmjegyeinek 6sszegét!
Boros Zoltdn (Debrecen)

4. feladat I. megoldésa: Az egyszeriibb jelolések kedvéért legyen N = 19971999 és jeloljiik a B
szam keresett szamjegyOsszegét C-vell Egy szam jegyei Osszegének 9-es maradéka ismeretesen megegyezik
a szam 9-es maradékaval. Ez azt jelenti, hogy N, A, B, C 9-es maradékai mind megegyeznek. 1997-nek
8 a 9-cel vett osztdsi maradéka, igy paros hatvdnyaié 1 lesz, paratlan hatvdnyaié pedig 8 (ez teljes
indukciéval példdul kénnyen beldthato).

Nyilvdnval6, hogy N < 100001999 = 101999 = 107996, Ez pedig azt jelenti, hogy N legfeljebb 7996-
jegyl, igy szamjegyosszege legfeljebb 9-7996 = 71964, vagyis A legfeljebb Gtjegyt, igy jegyeinek Gsszege,
azaz B nem lehet t6bb, mint 45. Az ilyen szamok kozott a 39-nek a legnagyobb a szamjegyosszege, ennek
pedig 12, tehdt B szamjegyosszege, azaz C legfeljebb 12, és mivel lattuk, hogy a 9-es maradéka 8 lesz,
azért csak C = 8 lehet, ez lesz a feladat megoldasa.

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha az ABC' haromszog hegyesszogii, akkor 1étezik olyan P pont

a térben, amelybdl az ABC' héromszog barmely csiicsat a szemkozti oldalegyenes barmely pontjaval
0sszekot6 szakasz derékszogben latszik!

Kdntor Sandor (Debrecen)

5. feladat I. megoldasa: Emeljink gomboket az AB, BC', C' A szakaszokra! Ezek metszéspontjat
jeloljik P-vel, ilyen pont létezik, mivel ABC' hegyesszogii. A Thalész-tétel szerint APB, BPC', CPA
derékszogek, mivel a hdrom pont a gombok egy-egy f6korét hatarozza meg. Valasszunk ki most egy
tetszbleges M pontot a BC egyenesen! A P, B és C pontok meghatdroznak egy sikot, ebben nyilvén
benne lesz M is, tovabba ebbdl kdvetkezden a PM szakasz is. Mivel azonban a PA egyenes merdleges a
PB és PC egy sikban fekv6 egyenesekre, melyek egy pontban metszik egymdst, azért merdleges a sikra
is, tehat derékszoget zér be annak minden egyenesével, tehat specidlisan PM-mel is.

6. feladat: Legyen a > 0ésb > 0 adott valds szdmok, valamint f(z,y, z) = max {ax + 5, ay + g, az + %},
ahol (z > 0,y > 0,z > 0). Igazoljuk, hogy az f fliggvénynek van minimuma, és hatdrozzuk meg ezt a
minimumot!

Szdsz Robert és Dané Kdroly (Marosvdsdrhely)



6. feladat I. megoldasa: Hasznaljuk fel a szamtani és mértani kdzepek kozti egyenlétlenséget!

b b b b b b
ar+— )+ (ay+ - |+ az+—- | =(ar+—- |+ |ay+ - |+ |az+—- | >
Y z T T Y z
> 2vab+ 2Vab+ 2vab = 6Vab

Ez azt jelenti, hogy az Gsszeg harom tagjanak a maximuma legalabb ennek a szamnak a harmada lesz,

vagyis 2vab. Ezt az értéket azonban ol is veszi a fliggvény, mégpedig r = y = z = \/g valasztassal,
tehat ennyi lesz a minimum, és ez el is érheto.



