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11. osztaly

1. feladat: Melyik az a haromjegyli szam, amelynek négyzete is és kdbe is ugyanezzel a haromjegyt
szammal végzodik?
Bogddn Zoltdn (Cegléd)

1. feladat I. megolddsa: Jeldljiik a szdmot n-nel! Az elsé feltétel szerint n? —n = n(n—1) oszthaté
1000-rel. Kozismert, hogy n és n — 1 relativ primek, tehat az egyik oszthaté lesz 125-tel, a masik 8-cal
(nyilvdnvaléan egyik sem lehet 1). Ha n oszthat6é 125-tel és haromjegyti, akkor n — 1 csak akkor lesz
8-cal oszthatd, ha n = 625. Ha pedig n — 1 oszthaté 125-tel, akkor n csak abban az esetben lesz 8-cal
oszthatd, ha n = 376. Mivel pedig n® — n is oszthaté n(n — 1)-gyel, azért erre a két szdmra n® — n
oszthatd lesz 1000-rel, tehat ez a két szam mindkét feltételt kielégiti, és lattuk, hogy mas szamok nem

jOhetnek széba.

2. feladat: Tekintsiik az 6sszes olyan P(x,y) pontot, amelynek koordindtdira x2y? + 2% — 10zy —
8z + 16 = 0 teljestil. Milyen értékeket vehet fel az xy szorzat?
Kdantor Sandorné (Debrecen)

2. feladat I. megoldasa: Alakitsuk 4t a feltételi egyenletet!
(xy —5)* + (x —4)* =25

(xy — 5)* =25 — (z — 4)?

Ebbdl lathatd, hogy (zy — 5)? < 25, ebbél pedig r6vid szamolds utdn zy € [0;10] adédik. Az is lathaté
tovabb4, hogy minden lehetséges zy értékre van egy (dltaldban 2) x érték, amely teljesiti az egyenletet,
ehhez pedig konnyen taldlhatunk y értéket (egyedil kérdéses az x = 0 eset, de ekkor x = 8 is ugyanazt
az eredményt adja a jobb oldalon). Tehét xy csak a [0;10] intervallumba eshet, és ezen belill minden
értékhez taldlhat6 megfelelé x,y par (vagyis pont). Ez pedig azt jelenti, hogy xy lehetséges értékei a 0
és 10 kozé es6 valds szamok.

3. feladat: Hatarozzuk meg az Gsszes olyan valds egytitthatds polinomot, amelyre minden valds x
esetén teljesiil az
z-p(x)-p(l —z)+ 2% +100 >0

egyenlétlenség!
Erdds Gdabor (Nagykanizsa)

3. feladat I. megolddsa: Ha a keresett polinom n-edfoki (n > 1), akkor a bal oldalon egy 2n + 1-
edfokt polinom all, aminek mindig van negativ értéke, hiszen a fokszam péaratlan. Ha a polinom konstans,
akkor a bal oldal harmadfoku, és arra is igaz ez a megéllapitds. Ez azt jelenti, hogy a polinomunk csak
els6foki lehet. Legyen p(x) = ax 4+ b. Ekkor a bal oldal

(1 —a®)z® + a*z? + (b* + ab)x + 100

alaki. Ez nem lehet egy harmadfoki polinom, tehdt 1 — a? = 0 sziikséges, ami azt jelenti, hogy a? = 1.
A kapott polinom ekkor masodfoku lesz, f6egyiitthatdja pozitiv, tehat csak akkor lehetne negativ értéke,
ha a diszkriminans pozitiv lenne, ez pedig azt jelenti, hogy

(b* + ab)? — 400a” < 0,



tehdt |[b% + ab| < 20. Két eset lehetséges:
1.) a = 1. Ekkor —5 < b < 4, vagyis p(z) = x + b, ahol b € [—5;4]
2.) a = —1. Ekkor —4 < b < 5, vagyis p(xz) = —z + b, ahol b € [—4;5].
Ez a két polinom fog tehat megfelelni a feltételnek, és a gondolatmenet szerint csak ezek.

4. feladat: Legyen S az ABC hegyesszogli haromszog sulypontja, és r a haromszog koré irt kor
sugara. Bizonyitsuk be, hogy

2
AS? + BS% +CS% > %

Oldh Gyérgy (Révkomdrom,)

4. feladat I. megoldasa: Hasznaljuk fel el6szor, hogy a silypont a sulyvonalakat 2:1 aranyban
osztja, tovabba a sulyvonalak ismert felirdsat a haromszog oldalaival:

4 1
AS® + BS® + 08% = o (s + 55 +57) = 5(a® +1° + &)

Felhasznalva egy korben az ivhez tartozé hur és keriileti szog kozti Osszefiiggést:

1 1 42

g(a2 + 04 = 3 ((2rsina)® 4 (2rsin B)? + (2rsiny)?) = %(sin2 o+ sin? B+ sin? v)
Felhasznalva most, hogy barmely ¢ szogre sin? ¢ + cos? ¢ = 1, tovabba, hogy sin¢ = sin(180° — ¢),
felirhatjuk a kovetkezét:

42, . 9 i 4r? 2 2 .
?(Sm a + sin® § 4 sin® ) = 5 (2 — cos® a — cos? B + sin*(a + 3))
Ujra felhasznalva az el6z0 Osszefiiggést és elvégezve a miiveleteket:

42 4r?
% (2 — cos® a — cos® B + sin*(a + 3)) = %(2—20052acosQB+2cosacosﬁsinasin/6’)

Es végiil ezt a kifejezést a masodik tényezében 2 cos a cos 3-t kiemelve és az addiciés tételt alkalmazva

4 2
%(2— 2 cos o cos 3 cos )

alakra hozhatjuk, mivel pedig a haromszogiink hegyesszogili, azért cos acos G cosy > 0, ebbdl pedig az
adédik, hogy
4r? 8r2

ASQ+BSQ+CSQ>?~2:?,

és éppen ezt akartuk belatni.

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder sulypontja mind a négy csicstél egyenlé tavolsagra
van, akkor barmely két szemkozti élpar felezOpontjait 6sszekotd szakasz merdleges mindkét élre.
Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

5. feladat I. megoldasa: Valasszuk ki a tetraéder két csicsat, C-t és D-t, valamint a szemkozti
él felezopontjat, F-et! Elegend6 bebizonyitanunk, hogy a C'F D haromszog egyenlé szari, ekkor az F
pontbdl indulé silyvonal, amely C'D-t E-ben metszi, merdleges lesz a C'D oldalra. A gondolatmenet
nyilvan nem fog fiiggni attdl, hogy melyik élt valasztottuk ki, azért a tobbi négy élre is igaz lesz hasonld
allitas, tehat bebizonyitanank a feladat altal kért Gsszefliggést.

Ennek beldtdsdhoz hasznaljuk fel, hogy a feladat szerint AS = BS = CS = DS, mivel pedig a
stulypont ismert aranyban osztja a silyvonalakat, azért ebbol SS7 = S5, tehat C'S; = DS kovetkezik.
S1 sulypont ABD-ben, tovabba Ss stlypont ABC-ben, igy 2:1 ardnyban osztjak a DF, illetve CF



szakaszt, tovdbba az 515D és SoC'S haromszogek egybevagok az S-nél 16vé szogeik és az ket kozrefogd
oldalak egyenlésége miatt, amibél azt kapjuk, hogy C'DS1S5 egyenlOszaru trapéz lesz. Ez viszont azt
jelenti, hogy CDF' valéban egyenlé szaru. Ezzel pedig az allitast bebizonyitottuk.

6. feladat: Igazoljuk, hogy ha x1,z9,...,2,(n > 3) kilonb6z6 pozitiv egész szdmok, akkor
1 P 1 - 11 1
3 T w3 T8 2n(n—1)

Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megolddsa: Az altaldnossig megszoritdsa nélkiil tegyiik fel, hogy 0 < z1 < xg <
... < xp, mivel pedig a szamok pozitiv egészek, azért 1 < x1, 2 < 22, n < x, is teljesiilni fog. Ebbdl
mar adédik, hogy

1+1+ TR
stgt o ta<ptatto
B I S !
8§ 1-2-3 2-3-4 (n—2)(n—1)n
_9+1 1 11 1
8 4 2(n—1m 8 2(n-—1)n

Az utolsé el6tti egyenldség a tortek elemi tortekre bontasaval lathatd, amikor is egy teleszkopikus Gsszeg
1

1 1
m =Z- n%ﬂ + 33 A kapott egyenlétlenség pedig éppen az, amit bizonyitani

alakul ki, hiszen
kellett.



