VIII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Debrecen, 1999. mdrc. 25-29.

10. osztaly

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy 1997999 + 19991997 oszthat6 3996-tal.
Benedek Ilona (Vic)

1. feladat I. megoldasa: Alakitsuk at a kifejezést alkalmas moédon!
19971999 41999197 = 1997271997 119991997 — (1997% — 1) - 1997997 4 1997"997 + 19991997 =
= 1996 - 1998 - 1997997 4+ 3996(199719% — 19971995 . 1999 + ... + 19991996) =

= 3996 - (998 - 19971997 4 1997199 _ 19971995 . 1999 + ... + 1999)'99¢

Ez pedig jol lathatéan azt jelenti, hogy a kifejezés valéban oszthatd 3996-tal.

2. feladat: Az ABCD trapéz csicsai egy korre illeszkednek. A trapéz AD és BC szarainak
meghosszabbitasai az M pontban metszik egymast. A korhoz a B, illetve D pontokban hizott érinték
metszéspontja N. Bizonyitsuk be, hogy M N péarhuzamos AB-vel.

Neubauer Ferenc (Munkdcs)

2. feladat I. megoldasa: Mivel a trapéz hirnégyszog, azért egyenlészart, tehéat az AD és BC ivek
megegyeznek, tehat egyenl6k lesznek az ABD és BDC' szbgek, valamint mindkettd egyenld lesz a BC'
ivhez tartozé C BN érinté szara keriileti szoggel. Hasonld okok miatt ABD/ = ADP/Z = MDNZ. A
kett6bol azt kapjuk, hogy MDN/ = M BN/, tehat B és D is ugyanazon az M N {6lé emelt latékoriven
vannak, ami azt jelenti, hogy BDM N hurnégyszog lesz. Ezért a DBC és DN M szogek meg fognak
egyezni. Mivel pedig NDC' a DC' ivhez tartozo érint6 szaru keriileti szog, azért meg fog egyezni DBC-
vel, tehat NDCZ = DMNZ, vagyis DC || MN, ABCD trapéztulajdonsiga miatt pedig AB || M N,
amit bizonyitani kellett.

3. feladat: Hatdrozzuk meg az m vals paraméternek azokat az értékeit, amelyekre a 9mz(3z —
1)(3z — 2)(x — 1) = 1 egyenletnek négy (nem feltétleniil kiilonbozd) valds gyoke van.
Péter Andrds (Arad)

3. feladat I. megoldasa: Rendezziik at az egyenletet, ekkor azt kapjuk, hogy
m(9z% — 9x)(92% — 9z +2) =1

Vezessiik be most a t = 922 — 9z + 1 jelolést! Ennek segitségével az egyenlet m(t? — 1) = 1 alakba frhaté.

Ez pedig azt jelenti, hogy t; = — , vagy pedig to = ,/mT“. Mindkettének valésnak kell lennie,

m—+1
m
ami azt jelenti, hogy m < —1 vagy m > 0 szlikséges a megoldhatésaghoz.
a.) Ha 922 — 9z + 1 = t;, akkor a diszkrimindnsnak nemnegativnak kell lennie. Ez azt jelenti, hogy
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t, > g, ami % < 1g-ot jelenti, ami dtrendezve akkor lesz igaz, ha m < 0 vagy m > %.

b.) Ha 922 — 92 + 1 = t,, akkor teljesen hasonlé megfontoldsok alapjan to > —%, tehdt mTH > —
ez pedig minden olyan m-re igaz, ahol a gyokvondas értelmezve van.

A kapott két feltételt Osszevetve azt kapjuk, hogy akkor lesz 4 valés megolddsa az egyenletnek, ha
m < —1 vagy pedig m > 2.




4. feladat: Adott az ABC egyenld oldali hiromszog belsejében a P pont gy, hogy PA = 6,
PB =8, PC = 12. Hatédrozzuk meg az ABC haromszog teriiletét.
Kdantor Sandorné (Debrecen)

4. feladat I. megoldésa: Szerkesszink AP, PB és PC {6lé szabdlyos haromszogeket, legyen
ezeknek a harmadik csicsa rendre Py, P, P3. Be fogjuk litni, hogy az AP; BP,C Ps hatszog teriilete
egyenld lesz az ABC haromszog teriiletének kétszeresével, tovabba a harom szabélyos haromszog mellett
kialakulé haromszogek paronként egybevagdk lesznek.

Ehhez el6szor 1lassuk be, hogy az APy B és APC héaromszogek egybevagdk. Ez belathaté azzal, hogy
egy A koriili +60°-os forgatas az elsét a masodikba viszi. Ez azt jelenti, hogy a P) B szakasz hossza is 12,
mint a PC szakaszé. Teljesen hasonléan adédik, hogy a CB P, és AP B haromszogek is egybevagdk, tehat
P,C = 6, tovdbba a PBC és AC P5 haromszogek egybevagdk, és igy P3 A = 8. Ezek szerint a szabalyos
héromszogek mellett kialakulé haromszogek mind egybevagdk, mert 6, 8 és 12 hosszusagu oldalakkal
rendelkeznek. Kovetkezik tovabba az is, hogy a hatszog teriilete ABC teriiletének kétszerese, mivel
a "kimaradé” haromszogek rendre egybevagok egy-egy olyan haromszoggel, melyek egytittesen lefedik
az ABC-t. Mindharom 6, 8, 12 oldalii haromszdg teriilete a Héron-képlet szerint /455, a szabélyos
haromszogek teriiletét pedig az oldalhosszukbdl tudjuk, ami azt jelenti, hogy

61v/3 3455
5 T3

Tapc = sTapBP,CPs = ~ 84,8
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5. feladat: Legyenck z > 0, y > 0, z > 0 val6s szamok. Hatdrozzuk meg az =, y + %, z + % és L

z? y
szdmok legkisebbikének lehetd legnagyobb értékét!
Andrds Szildrd (Kolozsvdr)
5. feladat 1. megoldésa: Jeloljiik m-mel a kifejezések minimumat! Mivel m < z, azért 2 < L ez
. . 1 1 . 1 / 1 2 1 1 1 4
azt jelenti, hogy m < 2+ < z+ . Mivel m < L azért y < -, tehat m <y+; <, +3 Ez a két
egyenl6tlenség pedig azt jelenti, hogy egyrészrol m — % < z, mésrészrol m — % < %, tehat m — i <1,
ami dtrendezve m? — m — 1 < 0. Ez a mésodfoki egyenlétlenség m € {1*2—\/5, %]—t jelenti, tehat
m < 1+T\/5
Tekintsiik tovabba a z = 1, © = 1+2‘/5, Yy = 1_2‘/5 értékeket! Ezekre a feladatban szerepld Osszes

1+2‘/5. Ez pedig azt jelenti, hogy a minimum legkisebb felsé korlatja

kifejezés megegyezik, és mindegyik
1+V65
=522 lesz.

6. feladat: Hany részre osztjék fel a sikot egy 1999 oldald szabdlyos sokszog oldalegyenesei?
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

6. feladat I. megoldasa: Tetsz6leges n-re vegyink fel n db egyenest ugy, hogy ne legyen két
pdrhuzamos, és ne menjen at hdrom egy ponton (nyilvdnvaldan a sokszog oldalai is ilyen egyenesek
lesznek). Jeloljik p(n)-nel a kialakult siktartomédnyok szamat. 3 egyenes konnyen lathaté mdédon 7
részre osztja a sikot. Ha behtzunk egy 1j egyenest a meglévé n mellé, amely minden egyenest metsz,
akkor az egyenes mindkét partjan n + 1 siktartomany jon létre, és megsziinik n + 1, tehat 6sszesen n + 1
4j siktartomdnyunk lesz, azaz p(n + 1) = p(n) + n + 1. Ebbdl pedig mér felirhaté a kovetkezd:

n(n+1)

1
B +

pn)=n+pn—-1)=n+n-1)+...+44+p3) =

Ezt pedig n = 1999 esetére kiszdmolva azt kapjuk, hogy p(1999) = 1999001.



