VIII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Debrecen, 1999. mdarc. 25-29.

9. osztaly

1. feladat: Milyen p és ¢ primszamokra teljesiil a 3(p? — q) = ¢ — p egyenlet?
Oldh Gyorgy (Révkomdrom,)

1. feladat I. megoldasa: Alakitsuk &t az egyenletet: (3p 4+ 1)p = ¢q(¢ + 3). Mivel p és ¢ primek,
azért 3p + 1-nek ¢-val, ¢ + 3-nak p-vel kell oszthaténak lennie. Ebbol lathaté, hogy a két prim nem
lehet egyenlé. Ha az egyik esetben a hanyados k, a méasikban [, akkor az egyenlet kqp = qlp, amibol
k = [ szikségképpen kovetkezik. Ekkor a két oszthatdsiag 3p + 1 = kq és ¢ + 3 = kp alakba irhatd,
amit megoldva (k% — 3)p = 3k + 1 adédik. k& > 4-re a bal oldal els6 tényezdje mar nagyobb lesz a jobb
oldalnal, ezért elegendd a k < 4 esetet vizsgalni. Egyszer(i behelyettesitéssel kapjuk, hogy csak k = 2
esetén lesz a p valéban primszam. Ebben az esetben p =7 és ¢ = 11 adédik, ami konnyen ellenérizheto
modon tényleg megoldas lesz.

2. feladat: Az ABC haromszoghen AC = BC és ABC/Z = BACZ = 40° . A BAC szog szoglelezdje
a BC oldalt a D pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy AD + DC = AB!
Szabs Magda (Szabadka)

2. feladat I. megoldésa: Vegyik fel az AB szakaszon azokat az F és F pontokat, melyekre
ADE/ =60° és BDFZ = 40°.

A EF B

A négy pont A, E, I, B sorrendben fog elhelyezkedni a szakaszon, hiszen az ADE és BDF' szbgek
Osszege kisebb, mint az ADB szdg, ami 120° nagysdgi (C-nél a hdromszogben nyilvan 100°-os szog
van). fgy az ADC és AED haromszogek hasonldk lesznek, mert minden szogiik megegyezik. Megegyezik
azonban az AD oldaluk is, igy a két haromszog egybevagd. A szogek kiszamitasaval belathaté tovabba,
hogy az EFD, a DAF és a DF B hiromszogek mind egyenld szértak. Ebbél az kovetkezik, hogy

DC = DE = DF = FB, AD = AF

Ez pedig tovabbgondolva:
AD+ DC = AF + FB = AB,

és éppen ezt akartuk bizonyitani.

3. feladat: Az ABCD érinténégyszog (A és C atellenes csiicsok) beirt korének kozéppontja O,
sugara r. Az ABO és C'DO héaromszogek koré irt korének sugara r; illetve ry. Bizonyitsuk be, hogy r
nem lehet nagyobb ri-nél is és ro-nél is.

Kdntor Sdndor (Debrecen)

3. feladat I. megoldasa: Jeldljiik a négyszog csicsainal 1évé szogek felét a-val, G-val, ~-val, §-val!
A négy sz0g Osszege 180°, igy o + 3 és v + ¢ koziil valamelyik legfeljebb 90° nagysagi. Ez azt jelenti,



hogy az ABO és C' DO héromszogek koziil az egyik derékszogii vagy tompaszogi. Ez azt jelenti, hogy
ennek a hdromszognek az O csiicsbdl indulé magassdga (ennek a hossza r) legfeljebb akkora, mint a
héromszog koré irt kor sugara. Tehat r nem lesz nagyobb r1 és ro koziil valamelyiknél, és épp ezt kellett
beldtnunk.

4. feladat: A valés szamok halmazédban értelmezett o miiveletre (amelynél barmely z, y valés szdm
esetén (x o y) is valds szdm) minden z, y, z valds szdm esetén teljesiilnek a kovetkez6 tulajdonsdgok:

zoy=you,

(zoy)z = (xz) o (y2)
(zoy)+z=(r+2)o(y+2)

Mennyi 1999 o 20007
Kantor Sandorné (Debrecen,)

4. feladat I. megolddsa: A harmadik feltétel miatt (zoy)+(—z—y) = (—y)o(—=). Tovabba az els6
és masodik feltétel egyiittes alkalmazédsival (—y)o(—x) = —(zoy). Osszességében tehat (zoy)+(—x—y) =
—(z oy). Ez pedig atrendezve z oy = %ﬂ’—t jelenti. Eszerint pedig 1999 o 2000 = 1999, 5.

5. feladat: Egy téglalap oldalai 37 és 54 egységnyiek. Vegylink fel a téglalapon (a belsejében
vagy kertiletén) 1999 pontot. Bizonyitsuk be, hogy a pontok barmilyen vélasztdsa esetén lesz kozottik
legaldbb harom, amely lefedhet6 egy % atméroju korlappal.

Benedek Ilona (Vic)

5. feladat I. megoldasa: Osszuk fel a téglalap 54 hosszu oldalait 27, a 37 hosszuakat 37 egyenld
részre, és az osztépontokon at hizzunk merdlegeseket az oldalakra. A kapott egyenesek a téglalapot
999 db 2x1-es téglalapra bontjak. A 999 téglalap kozott lesz olyan, amelybe a kivalaszott pontok koziil
legaldbb harom esik a skatulyaelv alapjdn (értjiik ez alatt azt is, hogy esetleg a téglalap keriiletén vannak
a pontok). Ennek a téglalapnak az atléja v/5 hossziisagi lesz, és mivel v/5 < %, azért az egész téglalap
({gy nyilvdn a benne 1év& pontok is) lefedhetd egy % atméroji korlappal.

6. feladat: Adottak az xy,7,...,2, valés szdmok gy, hogy 1 < z; < n? (i = 1,2,...n) és
1<i<j<nesetén x; —x; > j + i. Hatarozzuk meg az 1,2, ...z, szamokat!
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megolddsa: A feltételi egyenlStlenséget specidlis esetekre folirva:

To—x1 > 2+1
(E3—$223+2
Ty —Tp_1 >n+n—1

A megfeleld oldalakat dsszeadva azt kapjuk, hogy =, — z1 > n? — 1. Az elsé feltételiink miatt ez csak

T, =n? és £ = 1 esetén teljesiilhet.

frjuk fel tovabba minden 1 < k < n-re a kovetkezd két egyenlGtlenségrendszert:

xo—x1 > 241

T —Tp—1 > k+k—1



Ebbél adédik, hogy ), > k2, tovibba

Tpp1 — T = k+1+k

Tp —Tp_1 2 N+n-—1,

ezeket Osszeadva pedig x, — x > n? — k2, ekkor viszont x,, = n? miatt z; < k?-et kapjuk, ezt pedig
Osszevetve az el6zével z, = k% adédik minden 1 és n kozé esd k-ra.



