VII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Szabadka, 1998. dpr. 23-26.

12. osztaly

1. feladat: Melyek azok a valds szamokon értelmezett, valds értékli f fiiggvények, amelyek minden
x,y € R esetén kielégitik az x - f(y) =y - f(z) egyenletet?
Arokszdlldsi Tibor (Paks)

1. feladat I. megoldésa: A konstans 0 fliggvény lathatéan megfelel lesz. fgy elég csak az ettol

kiilonb6z6 megolddsokat keresniink. Keressiink egy rogzitett 0-t6l kiilonbozé y-t! Ekkor f(y) nem lehet 0,
mivel masképp minden z-re f(x) = 0 lenne igaz. Jeloljiik az % héanyadost c-vel, ekkor a fiiggvény csak

f(z) = cx alaki lehet, az ilyen fiiggvényekre pedig az egyenlet nyilvanvaléan teljesiil, hiszen cxy = cxy
formé&ju lesz.

2. feladat: Oldjuk meg az
1 n 1 n 1
2c 3y 6z §H+4E4Z
z4+yP+23 =14
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Neubauer Ferenc (Munkdcs)

2. feladat I. megoldasa: Alakitsuk 4t az els6 egyenletet ekvivalens médon!
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A Dal oldal viszont az ismert a + % > 2 egyenlGtlenség miatt, legalabb 22, tehdt az egyenldtlenségben

mindenhol egyenldségnek kell fennéllnia, ami = y = 2-t jelenti. A méasodik egyenlet ekkor 23 + z2 +
x — 14 = 0. Ennek az egyik gyoke 2, vagyis a gycktényez6 kiemelheto:

et —14=(x—2) (2 +3z+7)

A masodik tényezének nincs valds gyoke, ami azt jelenti, hogy az egyenletrendszernek csak z =y = 2z = 2
a megoldasa, és ez lathatéan tényleg jo is lesz.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha az x® + az? + bz + ¢ = 0 egyenlet Osszes gyoke valés szadm,
akkor a? > 3b (a, b, c adott valés szdmok)!
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

3. feladat I. megoldasa: Jeldljiik a gyokoket xi-gyel, zo-vel, x3-mall Ekkor

23 +ar? +br+c= (v —x1)(x — 22) (7 — 23),



vagyis €1 + X9 + 3 = a és 122 + Tr1T3 + xox3 = b. A kivant egyenlStlenség:
2 a2+ x% + 2(x129 + xows + x371) > (X122 + T2T3 + T3T1).

Ez pedig dtrendezve azt jelenti, hogy x2 4+ x3 + 23 > x122 + 2173 + 2223 Ezt az egyenlStlenséget pedig
2-vel szorozva és atrendezve

(z1 — 22)? + (22 — 23)% + (23 — 71)? > 0,

ami pedig mindig teljesiil, és egyenldség csak x1 = xo = x3 esetén allhat fenn. Tehdt valdéban igaz lesz
a feladat allitésa.

4. feladat: Egy szabalyos négyoldald gila beirt gombjének sugara r, koré irhaté gombjének sugara
R. Igazoljuk, hogy

BVt
,
Szabdé Magda (Szabadka)

4. feladat I. megolddsa: Jeloljiik a gula alapélének felét a-val, magassagat pedig m-mel! Ekkor
a gila egyik f6kore, amely atmegy az alaplap két dtellenes csicsan és a gila csticsan, egy 2av/2 alapi,
m magassagu egyenl6 szari haromszog koré van irva. A Pitagorasz-tételt alkalmazva arra haromszogre,
amelyet a kor kozéppontja alkot az egyik csticcsal és a magassag talppontjaval:

R? = (m — R)? + 2d°
m? + 2a?

2m

R =

A beirt gomb f6korét egy olyan hdromszogbe irhatjuk, amelynek két csiicsa az alaplap két atellenes
oldalfelez6je, a harmadik pedig a gula csucsa. Ennek alapja 2a, magassiga pedig m. A koézéppontbol
az egyik szarhoz huzott sugar talppontja a kozépponttal és a gula cstcsaval hasonld haromszoget alkot
ahhoz, mint amit akkor kapunk, ha a magassig talppontjat és a szér két végpontjat vessziik (megegyezik
a két hdromszogben a derékszog, és a gila csicsdndl kialakuld szog is). Ez azt jelenti, hogy a megfeleld

oldalak aranyat felirva
m—r a2+ m?

r a
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy
1 Vva*+m?+a
ro a-m

Ekkor pedig a k = % jelolés bevezetésével

1 2 2
k= (5 (2)) ( e (1) +1>
2 m a
Ha most az ”* hdnyadost z-szel jeloljiik, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:

2
(k= k)a+1+2k=0

Ennek az egyenletnek akkor van valds gyoke (akkor 1étezik megfelel§ sugdrardnnyal szabédlyos négyoldali
gila), ha a diszkrimindns nemnegativ, tehét ha

k*(k* — 2k —1) >0,



ami k > 1 miatt pontosan akkor teljesiil, ha k2 — 2k — 1 > 0, tehdt k > /2 + 1, és épp ezt kellett
bizonyitanunk.

5. feladat: Az (a,) valds szdmsorozatot a kévetkezképpen értelmezziik:

a2

a1 =ay=24ésa =——2" —— han>2.
1 2 n+1 2 —a,+1 >
Igazoljuk, hogy barmely k£ > 1 esetén a1 +as + ... +ax =ay-as-...-ag
Kovdces Béla (Szatmdrnémeti)
2
5. feladat I. megolddasa: Egyszerii szamolassal kaphatjuk, hogy % = a:ﬁl. Ebbdl atalakitva
a an — 1
ay = n+1 L Un ’
An+1 — 1 ap
valamint
Gpi1 a—n
ap = —
Ap+1 — 1 QAp — 1
addédnak. Az els6 egyenlétlenséget véve k = 2,3, ..., k-ra, majd a megfelel6 oldalakat Gsszeszorozva és
beszorozva a; = a;lil—gyel azt kapjuk, hogy
a
ai1as...ap = L
ag+1 — 1
A maésodik egyenlGtlenséget véve 2,3, ... k-ra, majd a megfelel§ oldalakat 6sszeadva és hozzdadva a; =
afil-et, azt kapjuk, hogy .
ay+ag+ ... +ap= —rrt
ag+1 — 1

A két kapott Gsszefiiggés egyiittesen pedig mar igazolja a feladat allitdsat.

6. feladat: Oldjuk meg a pozitiv valds szamok halmazan az

r+y+z=2xyYyz

T 3vV3
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egyenletrendszert!
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Tekintve, hogy a tangensfiiggvény szigorian monoton a ]O; g[ inter-

vallumon, tovdbba 0-ban 0, és hatarértéke 5-ben balrdl végtelen, azért a pozitiv x,y, 2-khez vannak

olyan «, 3,7 szogek 0 és 5 kozott, melyekre tga = x, tg8 =y, tgy = 2. Ekkora szogekre érvényes a
.. "o S - tg o ¢
kovetkezd Osszefliggés: sin ¢ = WirsTEr Igy az egyenletrendszer

tga+ tg B+ tgy = tgatgBtgy
_3V3

sin v 4 sin 3 + siny 5

Ismert addiciés Gsszefliggés alapjan

tga+ tgB+ tgy — tgatgBtgy
1—tgatgB — tgatgy — tgBtgy

tg(a+B+7) =



Az els6 egyenlet alapjan igy tg(a+ 8+ ) = 0, ami azt jelenti, hogy a + 8 + v = km, ahol k egész
szdm. Tekintve, hogy mindhdrom szog 0 és 5 kozé esik, igy az Osszegiik 0 és 37“ kozé fog esni, ez azt
jelenti, hogy sziikségképpen k = 1, tehat o + 8 + v = 7. Ekkor viszont «, 3,y egy haromszog belsd

szogei, ezekre pedig ismert a
3
sina + sin 3 + siny > —\2[

egyenlétlenség, amelyben egyenl6ség csak akkor all fenn, ha a hdromszog szabdlyos, ez pedig az eredeti
egyenletiinkben z = y = z = v/3-at jelenti, amely konnyen lathatéan valéban megoldds is lesz.



