VII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Szabadka, 1998. dpr. 23-26.

11. osztaly

1. feladat: Adottak az a1, aq,...,a37,b1,b2,...,b37,C1,Co,...,c37 egész szamok. Bizonyitsuk be,
hogy 1étezik olyan i, j, k egész szam, hogy i # j,i # k,j # k,1 <1i,j,k < 37, tovabba
a; +a; + ag bi+bj+bk ¢+ ¢+ ck
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egészek!
Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

1. feladat I. megoldasa: Tobbszorosen alkalmazzuk a skatulyelvet. Az a;-k szdma 37, tehat lesz 13
olyan, amely ugyanazt a maradékot adja 3-mal osztva. Vegyilik az ugyanezen indexekhez tartozé b;-ket!
Ezek kozott lesz legalabb 5 olyan, amelyek 3-mal osztva ugyanazt adjak maradékul. Vegyiik az ehhez az
5 indexhez tartozo6 c-ket, ezek kozott lesz legaldbb 3 olyan, amelynek ugyanaz lesz a 3-as maradéka. Az
ehhez a harom indexhez tartozé a;-kre, b;-kre és c;-kre is igaz lesz, hogy ugyanakkora 3-as maradékkal
rendelkeznek, tehdt Osszegiik biztosan oszthaté 3-mal, vagyis ez a hirom index a feladat megoldédsat
adja.

2. feladat: Igazoljuk, hogy barmely haromszogben érvényes a
bc ac n ab abc
o2 oy 02 20T
egyenldtlenség, ahol a, b, c a haromszog oldalai, g,, 0p, 0. a megfeleld oldalakhoz hozzairt korok sugarai,
o a haromszogbe irhaté kor sugara, T pedig a haromszog teriilete.
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)
2. feladat I. megoldasa: Osszunk le az abc pozitiv kifejezéssel!
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Hasznéljuk most fel az ismert
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Osszefiiggéseket, helyettesitsiik be éket, és szorozzunk be T2-tel!
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Itt pedig a miiveleteket elvégezve a kovetkezot kapjuk:

(a+b+c) ( % i)
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Ez pedig azért igaz, mivel 3 + > 2 b—|— >2, %+
a=b=c

2. Egyenloség csak akkor allhat fenn, ha
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3. feladat: Adottak az a,a+d,a+2d,...,a+(n—1)d pozitiv egész szamok (n > 1, egész). Igazoljuk,
hogy ha az adott szdmok egyike sem oszthat6 n-nel, akkor n és d nem relativ primek!
Zolnai Irén (Ujvidék)

3. feladat I. megoldasa: Ha valdban nincs olyan szam, amely oszthaté n-nel, akkor az n darab
szam koziil biztosan van kettd, amelyeknek megegyezik az n-es maradéka, hiszen n darab szamunk van,
amelyek csak n — 1-féle maradékot vehetnek f6l. Legyen ez a két szam a + id és a + jd (i > j). Ekkor a
két szém kiilonbsége oszthatd lesz d-vel, tehdt (i — j)d oszthat lesz n-nel, mivel pedig i — j < n, azért
d-nek kell k6zos primtényezot tartalmaznia n-nel, tehat d és n legnagyobb kozos osztéja egész biztosan
nagyobb lesz, mint 1.

4. feladat: Egy derékszogii koordindta-rendszerben tgy helyeztiink el végtelen sok téglalapot, hogy
mindegyiknek egyik oldala az x, egy mésik oldala pedig az y tengelyre illeszkedjék. A téglalapok origdval
szemkozti csucsanak koordinatéi egész szamok. Mutassuk meg, hogy van a téglalapok kozott két olyan,
amelyek koziil egyik tartalmazza a masikat!

Bogddn Zoltdn (Cegléd)

4. feladat I. megoldasa: Az dltaldnossag megszoritasa nélkiil foltehetjik, hogy az els6 siknegyedben
folvettiink végtelen sok téglalapot (a végtelen sok téglalapbdl valamelyik siknegyedbe mindenképpen jut-
nia kell végtelen soknak). Legyen az egyik ilyen téglalap cstcspontjdnak koordinétédja (a;b).

Barmely ¢, 5 > 0-ra igaz az, hogy legfeljebb 1 olyan téglalap lehet, amely csticsanak els6 koordinatéja
pontosan 7, illetve olyan is, amelynek masodik koordindtdja pontosan j. Ha lenne két ilyen ugyanis,
akkor azok koziil valamelyik biztosan tartalmazna a maésikat.

Ez viszont azt jelenti, hogy legfeljebb a + b olyan téglalap lehet, amely csiicsanak els6 koordinataja
legfeljebb a, vagy masodik koordinatédja legfeljebb b. Mivel pedig a siknegyedben végtelen sok téglalap
van, azért lesz olyan téglalap, amely nem teljesiti ezt a feltételt, tehat csiicsdnak elsé koordinatdja
nagyobb, mint a, a mésodik pedig nagyobb, mint b. Ekkor pedig ez a téglalap tartalmazni fogja az
eredeti (a;b) cstcsu téglalapunkat. Ezzel pedig beldttuk, hogy mindenképp van két olyan téglalap,
melyek koziil az egyik tartalmazza a masikat.

5. feladat: Legyenek k£ > 1, n > 2 adott egész szamok. Szamitsuk ki
((”/E— VE+1+ VE+ 2)

egész részét (egy x szam egész része az a legnagyobb egész szdm, amely nem nagyobb z-nél)!
Bencze Mihdly (Brassd)

5. feladat I. megoldasa: A kifejezés alakjabdl az a sejtés fogalmazédhat meg, hogy a kérdéses
egészrész k lesz. Ehhez elegendé lenne, ha beldtnéank, hogy

k< ({’f— VE+1+ \"/k:+2)n<k;+1

A két egyenlétlenség koziil az elsd nyilvanvals, hiszen /k + 1 < {/k + 2, igy a zéréjelen beliil /k-nél
nagyobb szam &ll.
A masodik egyenlotlenséghez elegendo, hogy
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Felhasznalva ez utédn az a — b = azonossagot, az egyenlotlenség
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forméra hozhatd, ami pedig nyilvanvaléan igaz, hiszen a bal oldal nevezéjében minden tag hatarozottan
nagyobb, mint a jobb oldal nevez&éjében a megfelel6 tag.
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6. feladat: Adottak a2,3,4,...,1998, 1999 szamok és a beldliik képezett dsszes kiillonboz6 tényez6kbol
4ll6 két, hdrom, . ..,1998-tényezds szorzat (Gsszesen 21998 — 1 szdm). Mutassuk meg, hogy ezen szdmok
reciprokainak Osszege egész szam.

Katz Sandor (Bonyhdd)

6. feladat I. megoldasa: Bizonyitsuk teljes indukciéval, hogy ha n + 1 a legnagyobb szam, akkor
a reciprokosszeg %! n =1 és n = 2 esetén igaz lesz az allitas. Tegyiik fel, hogy n — 1-re is igaz, és
ebbdl bizonyitsuk be n-re.

Az n — 1-re szerepl6 szamokbol Gsszedllitott szorzatok itt is fel fognak 1épni, hozza kell venni mind-
egyikhez az n + 1-szeresét, illetve magat az n + 1-et. fgy a reciprokosszeg

n—1+ 1 n I n-1 (-1)n+1)+n+1 n
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A feladatban n = 1998 szerepel, ebben az esetben pedig az Osszeg 99, ami valéban egész szam.



