VII. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Szabadka, 1998. dpr. 23-26.

10. osztaly

1. feladat: Oldjuk meg a pozitiv egész szamok korében a kovetkezo egyenletet:

\/13+30\/2+\/9+4\/§=a+b\/§

1. feladat I. megoldésa: Vegyiik észre, hogy 9 + 4v/2 = (1 + 2/2)2, és mivel 1 + 2v/2 pozitiv,
azért \/9 + 4v/2 = 1 + 2v/2. Hasonlé médon igaz lesz, hogy \V2+V9+4V2 =1+ V2. Ez pedig azt

jelenti, hogy
\/13+30\/2+ \/9+4\f2: \/13+30+30\f2:5+3\f2,

ebbdl pedig a = 5 és b = 3 kovetkezik.

Korizs Julia (Bdcskatopolya)

2. feladat: Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor az

n*+4n? +3
nt 4+ 10n2 + 16

tort nem egyszertisithetd!
Baldzsi Borbdla (Beregszdsz)

2. feladat I. megoldasa: Bontsuk szorzattd a szamlalot és a nevezot is!

n*+4n? +3  (n?+1)(n*+3)
nt4+10n2 +16  (n2? +2)(n2 +8)

Mivel pedig n? + 2 relativ prim mind n? + 1-hez, mind n? + 3-hoz, azért a tort csak akkor lesz
egyszeriisithetd, hogyha n? 4+ 8-nak van kozos valédi osztédja a szadmlalé valamelyik tényezdjével. Ha
van ilyen, akkor ez osztéja a kiilonbségnek is, tehdt vagy n? + 8 — (n? + 1) = 7 lehet, vagy pedig
n? +8 — (n? + 3) = 5 (hiszen mindkét szdm prim). Minden lehetséges esetre megvizsgélva n? + 1 7-es
maradékat azt kapjuk, hogy n? + 1 soha nem lesz 7-tel oszthaté, és hasonlé médon kapjuk azt is, hogy
n? 4 3 soha nem lesz 5-tel oszthato. fgy tehat a lehetséges kozos osztdk biztosan nem lépnek fol, ami
azt jelenti, hogy a tort valoban nem egyszerisitheté.

3. feladat: Hatarozzuk meg az Osszes olyan pozitiv egész z,y, z szamokbdl allé szamharmast,
amelyre teljesiil a kévetkez6 két egyenlet:

3+ 3y + 25+ 2 = 1998

iz =z

Oldh Gyérgy (Révkomdrom)



3. feladat I. megoldasa: Helyettesitsiink be = helyébe az elsé egyenletben! Azt kapjuk, hogy
Y823 + 3y3 4+ 2° + 2z = 1998, ezt y3-ban mésodfoki egyenletként megoldva:

s 3% /0 43(5 1 2 — 1998)
223

Y

Ebbdl (illetve mar az eredeti els6 egyenletbdl is) kovetkezik, hogy z értéke legfeljebb 4 lehet, mivel z > 4
esetén z° + 2z > 1998, és igy az els6 egyenlet nyilvanvaléan nem teljesiilhet, tovabba a megoldéképletben
a gyoOkjel alatt negativ szam all. A megoldéképletbe a négy megmaradt értéket behelyettesitve csak
z = 3 esetén kapunk y-ra pozitiv egész értéket, ekkor y = 2 és x = 12, ez a szamharmas pedig valéban
teljesiti a feladatban szerepld egyenloségeket.

4. feladat: Legyen d egy A kezdOponti félegyenes és a egy olyan valtozoé szog, amely 0° és 90° kozott
minden értéket felvesz. A d félegyenesen tgy vélasztjuk ki a B pontot, hogy AB = tga teljesiiljon, és
ugy szerkesztjiik meg AB f6lé az ABC héaromszoget, hogy BAC/ = a, AC = sin« teljestiljon. Mit
irnak le a C' pontok, ha o minden lehetséges értéket felvesz?

Kovdes Béla (Szatmdrnémeti)

4. feladat I. megoldasa: Alkalmazzuk az ABC hiromszégben az A cstcsnél a koszinusztételt!
BC? =sin® a + tg2a — 2sinatgacosa = AB* — AC?

(az oldalak hosszét behelyettesitve és felhasznalva, hogy a kivonandé egyszeriisitések utén 2sin? o). Ez
azt jelenti, hogy az ABC héromszognek C-nél derékszoge van. A C' pont igy mindig rajta van azon a
Thalész-koéron, amely egyik dtmérdjének végpontja az A pont, a masik végpontja pedig az A-ban d-re
allitott merdleges és a BC' egyenes metszéspontja, jeloljiikk ezt D-vell ADC'/ = « nyilvan igaz lesz,

sin «

hiszen a DAC sz6g 90° — « nagysagu. Ez azt jelenti, hogy % = & = tga, ez pedig azt jelenti, hogy

CD = cosa, tehat AD = \/sin® a + cos2 v = 1. fgy tehdt C' minden a-ra rajta van az AD félkoéron.
Nyilvanvalé tovabba, hogy a gondolatmenetiink megfordithatd, tehdt a félkér minden belsé pontjara
van megfeleld a és igy ABC haromszog.

5. feladat: Egy haromszog oldalainak a, b, c mértékszamai egész szamok és tudjuk, hogy az egyik
magassig a mésik két magassag osszegével egyenld. Bizonyitsuk be, hogy a? + b? + c? négyzetszam.
Katz Sandor (Bonyhdd)

5. feladat I. megoldasa: Az altaldnossig megszoritasa nélkiil tegyik fel, hogy m, = mp + m..
Jeloljiik t-vel a hdromszog teriiletét! Ekkor

2t 2t 2t

a b c
ami atrendezve azt jelenti, hogy

bc = ac + ab

Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy
(b+c—a)®=a*+b*+c*+2bc—ac—ab=a* +b* + ¢,

tehdt a? + b? + ¢? valéban négyzetszam lesz.

6. feladat: Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kévetkezd egyenletet:

n4(acf+9c2) + n4(3fg+$3) + ...+ n4($i+x1) — 1’

ahol n > 2 egész szam.
Bencze Mihdly (Brassd)



6. feladat I. megoldasa: Alkalmazzuk a szamtani és mértani kbzepek kozti egyenlGtlenséget!

1= n4(zf+m2) + n4(m§+:c3) +.. 4+ n4(mi+xl) >n ( 7\L/n4(m§+12)+4(z§+m3)+‘..+4(mi+zl)) —

= n n4 (2 +x2)+(23+x3)+.. +(wn+w1))

v

n

(¥
_ n( x1+ +(:c2+§)2+...+(a:n+;)2—2) >
(ors) =

Tehé&t mindenhol egyenléségnek kell lennie, ami az utolsé becslést figyelembe véve csakis akkor tel-
jesiilhet, ha barmely i- re T = 2 Ekkor pedig lathatéan minden becslésben egyenloség teljesiil, és az
eredeti egyenletiink n - = = 1 formédba alakul, ami valéban igaz.



