VI. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Kaposvar, 1997. apr. 2-6.

12. osztaly

1. feladat: Az z > 0 valds szamra 2° + -5 = 7 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ° + - is egész szdm.
Rdéka Sdandor (Nyiregyhdza)

1. feladat I. megolddasa: Végezziink algebrai dtalakitasokat! (z + %)2 = (1'2 + #) +2=9. Mivel
tudjuk, hogy > 0, és = + % = 3, azért

N’ 4 1 1 s 1
21=\z+—-) =2+ 5 +3|z+—-)=2"+5+9
x z x x
Ez azt jelenti, hogy 2% + m—lg, = 18. Ennek a két egyenldségnek az ismeretében mar kapjuk a kovetkezdt:
1 1 1 1 1
126=7-18 = <x2+2) <m3+3> =+ S +o+-+2°+ 43,
T T x T x

ami pedig azt jelenti, hogy z° + % = 123. Ezzel a feladatot megoldottuk.

2. feladat: Legyen f a pozitiv egész szamokon értelmezett fliggvény, értékei nemnegativ egészek.
Az f minden pozitiv egész x,y esetén kielégiti a kovetkezd feltételeket:

D floy) = f(z) + f(y)
2)  f(10z+3)=0
3) f(10)=0

Adjuk meg a feltételeket kielégité fiiggvényeket!
Szabé Magda (Szabadka)

2. feladat I. megolddsa: A feltételekb8l 0 = f(10) = f(2-5) = f(2)+ f(5). Mivel pedig f(2) és f(5)
nemnegativ egészek, azért csak f(2) = f(5) = 0 lehetséges. Minden n pozitiv szam eléall 2¥-5!-b alakban,
ahol b relativ prim 10-hez. Az ilyen helyeken a fiiggvény értéke az imént kapott értékek segitségével

f(n) =kf(2)+1f(5) + f(b) = f(b)

Mivel pedig b olyan pératlan szdm, amely nem oszthaté 5-tel, azért 10-es maradéka csak +1 vagy +3
lehet. Négyzetének 10-es maradéka ekkor szitkségképpen +1, negyedik hatvanyaé pedig biztosan +1. Ez
azt jelenti, hogy 3b* = 10m + 3 valamilyen m pozitiv egészre, tehat f(3) 4+ 4f(b) = 0, és mivel mindkét
tag nemnegativ egész, azért ez f(b) = 0-t jelenti barmely b-re. A feltételeknek tehét csak a konstans 0
fliggvény tesz eleget.

3. feladat: Bizonyitando, hogy z™y™ + 1 (n > 1 pozitiv egész) nem &llithaté eld két olyan polinom
szorzataként, amelyek koziil az egyik csak az z-et, a masik csak az y-t tartalmazza!
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

3. feladat I. megoldasa: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy van két ilyen polinom, legyenek
ezek P(z) és Q(y)! Ekkor
a"y" +1=P(z) Qy)



Helyettesitsiink be = y = 0-t ebbe az egyenletbe, azt kapjuk, hogy P(0) - Q(0) = 1, tehét P konstans
tagja a, Q-é pedig %, ahol a valds, nem 0 paraméter.
Vezessiik most be a kovetkezd jeloléseket:

1
P(z) = 2P1(z) +a, Qy) = yQu(y) +
Py és Q1 polinomokkal. Ez azt jelenti, hogy
1
2"y +1=(zP(z)+a) <yQ1(y) + a) .
Ide x = 0-t helyettesitve ayQ1(y) + 1 = 1, ami azt jelenti, hogy y@Q1(y) = 0 barmely y-ra. Igaz tovdbba

az is, hogy P (x) is azonosan 0, ez hasonlé mdédszerekkel bizonyithaté. Ez viszont ellentmonddsban van
azzal, hogy a feltételi egyenléség teljesiiléséhez mindkét polinomnak legalabb els6fokunak kell lennie.

4. feladat: Az ABC héiromszog oldalai a, b, ¢, az a oldallal szemkozti szog «. Igazoljuk, hogy ha

o, oS a

1) o hegyesszog, akkor sin § > W)
<sing < 4

) — 2 c

a
V202 1) = bt

2)  « hegyesszog, akkor

Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat I. megoldasa: Mivel a egy hdromszog belsé szoge, azért sin §

ezért az 1. egyenlOtlenséget négyzetre emelhetjiik:

mindenképpen pozitiv,

2
a a
2sin? - < ———

2 T b2 42

o

Hasznéljuk fel azt, hogy 2 sin? 5 = 1—cos « (ez bizonyithat6, ha atrendezziik cos v = 2 cos? S —1 alakra).
Alkalmazzuk tovabba cos a felirdsdhoz a koszinusztételt. Ekkor a kovetkez6 ekvivalens egyenlStlenséget
kapjuk:
4?2 —a®> b+ —a?
b2+ 2bc

b + 2 > 2be, ez 4trendezéssel konnyen bizonyithaté. Az egyenlStlenség igy pontosan akkor teljesiil, ha
b2 +c? —a® > 0, tehat « hegyesszog. Ha o tompaszog, akkor forditott irdnyti az egyenlétlenség, ez éppen
a 2. egyenl6tlenség bal oldaléat jelenti.

Be kell bizonyitanunk még a 2. egyenlétlenség jobb oldalat. Ehhez hiizzunk parhuzamost C-n at «
szogfelezéjével, legyen ennek metszéspontja az AB egyenessel D! Most alkalmazzuk a szinusztételt a
BCD héaromszogre:

i &
sin § a

sin(%—i—'y) T bt

Mivel pedig sin (% + 7) 0 és 1 kozé esik, azért a 2. egyenlétlenség jobb oldala is teljesiil.

5. feladat: Allapl'tsuk meg az
7“2 + rf + rg
52
tort minimumat, ahol r,, ry, r. a hdromszog a, b, ¢ oldaldhoz hozzéirt korck sugara, s pedig a haromszog
keriiletének fele!
Kubatov Antal (Kaposvdr)

5. feladat I. megoldasa: Legyen a hozzairt kor érintési pontja az AB egyenessel Fp, a BC
egyenessel Fs, az AC egyenessel F3. Egy pontbdl egy kérhoz hizott érintészakaszok egyenlok, tehat

BE, = BF,, CEy = CFE;, AE, = AE;



ebbdl pedig AE; + AE3 = 2s kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy tg§ = 2. Teljesen hasonlé médon

a
S

tg 2 = és tg g = “=. Ebbdl kovetkezden

S

r24rl+0r? ra\2 | (T6\2 | (T2 2P

_a ' b e [l 0 e — tg22 tg2 L

52 (s) +<5> +(s) 2+g2+g2
Z tgg~tg§+tgg-tgl+tgé~tg1=1

2 2 2 2 2 2

Az 4talakitdsokndl felhasznaltuk az a? + b2 + c? < ab + be + ac egyenlétlenséget tovabbd a barmely
héromszog szogeire érvényes

a B a7 B
tg - tgo +tg- - tgo +tgs tgn =1
e rleg Tleg teg T ieg - teg

Osszefiiggést. Ez azt jelenti, hogy a tortiink értéke legaldbb 1, de azt az értéket szabalyos haromszdgben
fel is veheti, tehdt a tort értékének minimuma 1 lesz.

6. feladat: Adott az ) 5

un+1za+n+1

rekurziét teljesité sorozat, ahol 1,5 < uy < 2. Igazoljuk, hogy 1 < u, <1+ ﬁ, han > 2
Andrds Szildrd (Kolozsvdr)
6. feladat I. megoldasa: Teljes indukciéval igazoljuk, hogy 31@13 < ugpyr < g,’z—ﬁ
igaz lesz. Tegyiik fel, hogy igaz k-ra és igazoljuk k + 1-re! A rekurzids definicié szerint

k = O-ra ez

1 N 2 1 N 2
Uopyro 2k+3 2k +3

U2k+3 = 1 + — 2
Uk +1 2k+2

Az indukcids feltevés szerint

2k +1 2 1 2 2k +2 2 2k? + 6k + 5
+ < + < + = (1)
2k+2  2k+2 7 wopy1 2k4+2 7 2k+3  2k+2  (B+1)(2k+3)
Ez azt jelenti, hogy wuor43 < g’gig =+ 2k2+3 = g’;ig, tovabba igaz lesz az is, hogy % +

2k+5 (k+1)(2k+3)

2k+3 < ugp+3 Ez azt jelenti, hogy elegendd beldtni, hogy hrd = ez rekis T oanise

szamolassal igazolhato.
Ez azt jelenti, hogy paratlan n-ekre a feladat dllitasa igaz, hiszen

ez pedig egyszerl

<2k+3<u ht2 1
ok 2 Stk S oy < I op

n = 2k + 2-re is igaz lesz az 4llitds, hiszen (1) alapjin

<2k+3< S22 1 1
ok 1o = Uzk2 S opmma T 2k + 1




