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11. osztaly

1. feladat: Egy nem &allandé szamtani sorozat els6 két tagjanak Osszege és szorzata egyenld
egymaéssal. Az els§ harom tag Osszege és szorzata is egyenld. Hatdrozzuk meg a sorozat elsé négy tagjanak
az Osszegét!

Kovdes Béla (Szatmdrnémeti)

1. feladat I. megoldasa: Jeloljiikk a sorozat tagjait a szokasos médon! Vezessiik be az a1 = a
jelolést. A feltételiink szerint a # as, a+ags = aas, és aasaz = a+as—+as. Ezekbél az egyenlStlenségekbél
lathatjuk, hogy a # 0 és a # 1, valamint hogy

a a? 2a

a2—a+1:a—1

A szamtani sorozat tulajdonsagai alapjan a + az = 2a9, ami az el6zéekkel egybevetve azt jelenti, hogy
a® — 3a% +3a — 1 = 2. Ismert azonossig szerint ez (a — 1)3 = 2 alakba frhaté, amibdl a = 1 + /2. Igy
tehat a képletek alapjan az els6 négy tag:

1+ 32 3 ) 6 1
, a3 = ————, Q4 = 203 — Q9 =
\/i 3 1+\3/§ 4 3 2

Ezeket osszeadva pedig az elsé négy tag Gsszege 1+ /2 +

ap =1+

1+f

2. feladat: A konvex n oldalu sokszoget vagjuk szét haromszogekre. Minden haromszogbe irjunk
kort. Bizonyitsuk be, hogy a korok sugarainak Osszege nagyobb vagy egyenlo a % hényadosnal, ahol T
az n oldali sokszog teriilete, k pedig a keriilete!

Szabd Magda (Szabadka)

2. feladat I. megolddsa: Jeldljiik a keletkezett haromszogek szamat m-mel! Az i-edik haromszog

teriilete legyen t;, keriilete k;, a beirhaté kor sugara r;! Ismert Osszefiiggés alapjén r; = 2“ . Minden
2t 2t
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haromszog keriilete legfeljebb akkora lehet, mint a sokszogé, igy

arainak Osszege tehat
2t =2t 2T
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béarmely i-re. A korok sug-
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és éppen ezt akartuk bizonyitani.

3. feladat: Adott a sikon n darab pont, amelyek kozott nincs hdrom, amely egy egyenesre esne, és
nincs négy, amely egy korén lenne. Minden pontharmas koré kort {frunk. Mutassuk meg, hogy a koérok
v ‘o , Lo e ¢ o1 n(n—1)
kozott 1év6 egységsugart korok szdma legfoljebb ———.
Réka Sdandor (Nyiregyhdza)

3. feladat I. megoldasa: Barmely két adott pontra a sikon legfeljebb két egységsugart kor illesz-
theto, mivel minden kozos kor kozéppontja rajta van a két pont altal alkotott szakasz felezomerdlegesén,
¢s ezen csak két megfeleld pont lehet.

Igy ha barmely két pontot kivalasztjuk, az 6sszesen ( ) pontpér, ez azt jelenti, hogy legfeljebb 2 - ( )
egységsugarid kort rajzolhatunk meg. Ebben az esetben viszont minden kort haromszor szamoltunk,
tehat az egységsugaru korok szama legfeljebb
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és ezt kellett belatnunk.

4. feladat: Az f(x) mésodfokd polinomot helyettesitjiik az

a:2f(1—|—i>
@121 (12

polinomok kéziil az egyikkel. Az £2+1997x4-1998 polinombdl megkaphatjuk-e ilyen miiveletek segitségével
az 2% + 1996z + 1997 polinomot?

vagy az

Orosz olimpiai feladat alapjin Kubatov Antal (Kaposvdr)

4. feladat I. megoldasa: Paraméterezziik meg a polinomot: f(z) = az? + bz + c. Nézziik meg,
mik lesznek a helyettesités soran kapott polinomok:

fo(1+;) 2 (a(1+i)2+b<l+;>+c> _

=a(z+1)2+bx(z+1)+cx® =(a+b+ct)z’ + (2a+b)zr +a
1
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a—blx—1)+cx—1)2=cx? - 2c+bxr+a+b+c

Konnyen ellenorizhetd, hogy mindkét polinom diszkriminansa megegyezik az eredetiével. Mivel pedig
a feladatban szereplé két polinom diszkrimindnsa nem ugyanannyi, azért ilyen atalakitdsokkal nem
kaphatjuk meg egyiket a masikbdl.

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy érvényes: a?(—u? +v? +w?) + b2 (u? —v? +w?) +c?(u? +v? —w?) >
16T't, ahol t az a, b, ¢ oldali haromszog, T pedig az u, v, w oldald haromszog teriilete. Mikor all fenn az
egyenlség?

Oldh Gyérgy (Révkomdrom,)

5. feladat I. megolddsa: Legyen az elsé haromszogben a c oldallal szemkozti szog v, a masikban
a w-vel szemkozti sz0g ¢. A hdromszog trigonometrikus teriiletképlete alapjan ¢t = ‘11’572””, T = =571,
Alkalmazzuk most a koszinusztételt!

& =a®>+b%—2abcosy; u? +v? —w? =2uvcoso
Ha ezeket felhasznaljuk, azt kapjuk az eredeti egyenlétlenségbdl:
a®(20° — 2uw cos ¢) + b2 (2u? — 2uw cos @) + (a? + b® — 2abcosy)2uw cos ¢ > 4abuv sin ¢
Ezt ekvivalensen atalakitva
2(a*v? — b*u?) — dabuv(cosy cos ¢ + sinysin ¢) > 0

Ezt pedig 2-vel leosztva és teljes négyzetté alakitva (felhaszndlva, hogy a bal oldal méasodik tagjdnak
masodik tényezdje cos(y — ¢), és hozzdadva 2abuv — 2abuv = 0-t a bal oldalhoz)

(av — bu)? + 2abuv (1 — cos(y — ¢))



Mivel pedig cos(y—¢) < 1 mindig teljesiil, azért ez is igaz lesz, és mivel ekvivalens az eredeti egyenlétlenségiinkkel,
azért azt is bebizonyitottuk. Egyenl6ség csak akkor all fenn, ha mindkét tag a bal oldalon 0, tehat

av = bu, cos(y—¢) =1
Ez pedig azt jelenti, hogy v = ¢ és ¢ = 7, tehdt akkor lesz egyenlStlenség, ha a két haromszogiink
hasonlé.

6. feladat: Igazoljuk, hogy a |sinn| alaki szdmok halmazdnak (n nem negativ egész) van legaldbb
két olyan eleme, amelyek kisebbek Wloo—nél!
Ddné Kdroly (Marosvdsdrhely)

6. feladat I. megolddsa: A 0 eleme a halmaznak (sin0 = 0), ezért elég egyetlen tovabbi megfelels
n-et taldlni. Mivel barmely n, k pozitiv egészre |sinn| = |sin(n — k7)|, azért elég igazolni, hogy vannak
olyan n, k pozitiv egészek, melyeknél [n — k7| < 1555

Ennek beldtasdhoz tekintsik az {7}, {27},..., {10017} szdmokat. Ezek mind kiilénbozék lesznek,
mert barmelyik ketté egyenlésége esetén pm — [pw] = qm — [gn] éllna fenn, ami viszont lehetetlen, mert
ekkor (p — q)m egész lenne, tehat 7 raciondlis lenne. {r}, {27},..., {10017} mindegyike 0 és 1 k6zé esik.
fgy van koztiil ketto, amelyek kiilonbsége abszolitértékben kisebb, mint ﬁ. Legyenek ezek p és ¢ !
Ekkor

1
|lpr] = [gn] — (p — @)7| < 1000

Ebben az esetben pedig n = [pr] — [¢n], k = ¢ — p megfelels értékek lesznek, |n — k| <

1000 *



