VI. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Kaposvar, 1997. dpr. 2-6.

10. osztaly

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = (m — 1)x? — 2(m — 1)z + m — 5 fiiggvény grafikonja

az m valds paraméter barmely értékére ugyanazon a ponton halad keresztiil. Hatarozzuk meg ennek a
pontnak a koordinatdit!

Zolnai Irén (Ujvidék)

1. feladat I. megolddsa: Ha van egy olyan xg hely, amelyre az f(z¢) fliggvényérték dllandd, akkor
f(zo) = (m+ )2 —2(m — Dag +m — 5 = m(zd — 2x0 + 1) + 22 + 220 — 5

miatt 22 — 2z + 1 = 0 sziikséges, ami zg = l-et jelenti, ezen a helyen pedig a fiiggvény m értékétdl
fiiggetleniil —2-t vesz fel, tehdt az (1; —2) ponton minden ilyen alaki fliggvény grafikonja dthalad.

2. feladat: Az ABC haromszog BC oldalanak felezépontja A;, AB oldalanak felez6pontja Cy, S

a haromszog sulypontja. Mekkordk a hdromszog szogei, ha CAA,/ = CC1A1/4, A1SC 1/ = BACZ +
ACBZ/?

Baldzsi Borbdla (Beregszdsz)

2. feladat I. megoldéasa: Jeloljiik a C AA; szoget a-val! Ekkor a feladat allitasa szerint CC1 AL =
a, és mivel a hdromszog kozépvonala, A;Cy parhuzamos a szemkozti oldallal, azért ACC1 /4 = AA1C /4 =
a is teljesiil, valtészogek jelentkeznek. Az ACC; és AA1Ch szogek {gy megegyeznek, tehat C és A is
rajta vannak az AC, « szogu latokorivén, vagyis

AC1 A Cy

hirnégyszog, de mivel trapéz, azért egyenlOszara is, tehat a haromszog is egyenlGszaru lesz. Tovabba a
korbe frhatésag miatt C1 AA; £ = C1C A1 £, mivel ugyanahhoz az ivhez tartozé keriileti szogek. Jeldljitk
a nagysagukat f-vall Az AiMC1/ = BACZ + ACBZ egyenléség mindkét oldaldhoz hozzdadva az
ABC' szoget, azt kapjuk, hogy AyMC1/Z + ABCZ = 180° a haromszog sz0gosszege miatt, és mivel
A1 MC1/Z = 180° — 2, azért ez ABC/Z = 2a-t jelenti. Ez azt jelenti, hogy a haromszog szogosszege
4a+206 = 180°, amibdl 2a+3 = 90° kdvetkezik. Ekkor viszont az AC;C hdromszognek C1-nél derékszoge
van, ami azt jelenti, hogy a C-bdl behuizott silyvonal egyben magassag is, tehat AC' = BC, ez viszont
AB = BC-vel egyiitt azt jelenti, hogy a haromszog szabdlyos, vagyis minden szoge 60°-os lesz.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 5-nél nagyobb primszam, akkor p* — ¢* oszthaté 60-nal!
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

3. feladat I. megoldasa: Bebizonyitjuk, hogy a kifejezés oszthatd 3-mal, 4-gyel és 5-tel is. Ehhez

elészor bontsuk szorzatta:
P =d' =0 -0+ )

Mivel a szamok paratlanok, azért mindkét tényezd paros, tehat a szorzat oszthatd lesz 4-gyel. Egyik
szam sem oszthaté 3-mal, tehdt a négyzetiik 3-as maradéka csak 1 lehet, ami azt jelenti, hogy p? — ¢>
oszthaté lesz 3-mal. Teljesen hasonlé médon mindkét szam négyzetének 5-6s maradéka vagy 4, vagy 1,
igy a négyzetek Osszege és kiillonbsége koziil valamelyik biztosan oszthato lesz 5-tel, ez pedig azt jelenti,
hogy p* — ¢* oszthaté 3-mal, 4-gyel és 5-tel is, ami viszont egyiittesen azt jelenti, hogy oszthaté lesz
60-nal, és éppen ezt kellett bizonyitanunk.




4. feladat: Legyen n > 1 természetes szam. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a pozitiv
természetes szamok halmazéan:

Ty + Tox3 ... T, = 1997
To + 123 ..., = 1997

Ty + T1To ... Tp_1 = 1997

Veres Pdl (Miskolc)

4. feladat I. megoldasa: n = 2-re az egyenletrendszer x1+xo = 1997 forméara egyszeriisodik, ennek
megolddsa: {(r1;1997 —x1)|z1 € 1,2,...,1996}. Amennyiben n > 2, és van z;, z;, amelyek kiilénb6z8k,
akkor

Ti+x12T9... Ti—1Ti41..-Tp = Tj +T122. .. Lj-1Lj4+1---Tn

azt jelenti, hogy atrendezve
(LEi - .’Ej)(l’l ce e Lj—1T541 - - - Lj—1T 41 - - Ty — 1) =0

Feltettiik, hogy =; # x;, azért az Gsszes xy, ahol k # 4, j, egyenld 1-gyel, hiszen természetes szamok. Az
egyenletrendszer ekkor
T +x; = 1997, 1+ Tx; = 1997

formara egyszertisodik, aminek két egész megoldésa van: z; = 1996,z; = 1 és x; = 1,z; = 1996. Tehét
a megoldas egy tetszoleges eleme 1996, a tobbi 1.

Ha minden elem egyenld, akkor az dsszes egyenlet (a-szel jelolve a kozos értéket) x + 2"~ 1 = 1997
alaki lenne, tehat z(1 + 2"~ 2) = 1997 alakd, de mivel az 1997 primszam, ezért ez csak © = 1 vagy
x = 1997 esetén lehetne, igaz, ezek az értékek azonban konnyen lathatéan nem lesznek megfelelGek.

5. feladat: Jelolje M az ABCD hurnégyszog &atléinak metszéspontjat, valamint E, F,G, H az
M meréleges vetiileteit az AB, BC, CD, DA oldalakra; foltessziik, hogy ezek az oldalak belsé pontjai.
Igazoljuk, hogy M az EFGH négyszog oldalait érinté kor kozéppontja. Mikor lesz EFGH hirnégyszog?

Bencze Mihdly (Brassd)

5. feladat I. megoldasa: Mivel merdleges vetiileteket vettiink, azért barmely csics a beldle kiindulé
oldalakon 1évé6 vetiiletekkel és az M ponttal hurnégyszoget alkot, a koriilirt kor atmérGje a csucsot M-
mel 6sszekoto szakasz. fgy mivel azonos ivhez tartozo keriileti szogek, azért egyenlék lesznek egymassal
az FBM és FEM , valamint az M EH és az M AH szbgek. Mivel ABC D hirnégyszog, azért ugyanilyen
okokbdl CBD/ = CAD/Z, tehét az el6bbi Gsszefiiggés miatt az FEM és az M EH szogek is meg fognak
egyezni. Igy tehdt EM felezi a HEF szdget. Ugyanigy kaphatjuk, hogy M az EFGH négyszog belss
szogfelez6inek metszéspontja, ami azt jelenti, hogy FFGH érintonégyszog és a beirt kor kozéppontja
éppen M.

Az imént kaptuk, hogy HEF/ = 2M BF/, és ugyanigy HGF/ = 2MCB/Z/. Ez azt jelenti, hogy
EFGH pontosan akkor hurnégyszog, ha 2MBF/ + 2M BC/Z = 180°, ami pedig azt jelenti, hogy
MBF/ + MBC/Z =90°. Ez pedig azt jelenti, hogy az ABC D négyszog atléi merdlegesek egymaésra.

6. feladat: Van egy igen érdekes zsebszamoldgépiink, amely mindenféle kiindulé értéket képes
fogadni, de ennek bevitele utan mar csak Gsszeadni, kivonni és reciprokot képezni tud, és mindig pon-
tos értéket ad. A gépnek tetszélegesen sok memoéridja van, amelybe a fenti miiveletek végzése kdzben
barmilyen érték bevihetd, illetve el6hivhaté onnan. Tehat a szamolasok soran a kiindulasi szamot és
minden részeredményt tobbszor is felhaszndlhatunk, méas szamot azonban nem. Ilyen feltételek mellett
megkaphatjuk-e az 1-et végeredményiil, ha a kiindulédsi szdm

a) V19 + 97



b) V19 + /977
Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

6. feladat I. megoldasa: a) Vegyiik a szdm reciprokdt és gyoktelenitsiik a nevezot:

1 97-v19  97-v19
VI0+97 972—-19 9390

Ha ezt osszeadjuk 9390-szer, 97 — v/19-et kapunk. Ehhez hozzdadva az eredeti szamunkat 194 az
eredmény, amelynek reciprokat 194-szer véve 1-et kapunk, igy talaltunk egy megfelel$ eljarast.

b) Tekintsiik az a - V19 + b - v/97(a,b € Q) alaki szamokat! Kénnyen beldthaté, hogy két ilyen
szam Osszege, kiillonbsége és reciproka is ilyen alaki. Ez viszont azt jelenti, hogy ezt a szdmot megadva
kiindulasként csak ilyen alaki szamokat kaphatunk, ami pedig azt jelenti, hogy mivel az 1 nem &ll el
ilyen forméban, azért az 1-hez sosem juthatunk el.



