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12. osztaly

1. feladat: Az ABC egyenldszari haromszoghen (AB = AC) az AB és AC szarakon felvessziik a
D € AB illetve E € AC pontot ugy, hogy

Ker(ADE)\” _ Ter(ADE)
<Ker(ABC)) ~ Ter(ABO)

Igazoljuk, hogy DFE parhuzamos BC-vel.
Dané Karoly, Péter Andrds (Marosvdsdrhely, Arad)

1. feladat I. megoldasa: Jeloljiik az AB és AC szakaszok kozos hosszét a-val, a BC oldal hosszat
b-vel, AD hosszat z-szel, AFE-ét y-nal, az ADFE és ABC héromszogek teriiletardnyat pedig k-vall A
haromszog trigonometrikus tertiletképlete szerint (az A-ndl 16v6 szdg mindkét haromszégben ugyanaz)

Tape Yy — L

Tapc a®
Ebbél zy = a?k adédik. A koszinusztétel szerint (az A-nal 1év6 szoget a-val jellve)
DE? = 22 +y? — 2zycos o > 2xy — 2y cos a = 2xy(1 — cos a)

frjuk fel most az ADFE haromszog tertiletét, hasznaljuk az imént kapott becslést, valamint a szamtani
és mértani kozép kozti egyenlStlenséget!

x+y+ DE > 2/zy + \/2zy(1 — cosa) =

2aVk + 2av/k sin % = VE(Q2a+b) = VEKapc

KapE

Kagc
intve, hogy a haromszog egyenlészari, azt jelenti, hogy DFE és BC parhuzamosak, és épp ezt kellett

bizonyitanunk.

2
Ami azt jelenti, hogy (@) > k. Egyenl6ség csak akkor allhat font, ha z = y, ez pedig, tek-

2. feladat: Hatdrozzuk meg a kovetkez6 halmaz elemeinek szdmét: A, = {(z,y) |z #y € N,z,y €
[Fr, Frio] és 3k € N : x4y = Fi} (barmely rogzitett n természetes szdm esetén F,, a Fibonacci sorozat
n-edik tagja, FO = 1, F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn—l)-

Bege Antal (Kolozsvar)

2. feladat I. megoldasa: A Fibonacci-sorozat monoton n6, ezért barmely n € N-re Fj, 11 < 2F,.
A feltétel miatt 2F, < x 4y < 2F),49, és ismét csak a monotonitds miatt 2F;, 12 < Fi44. fgy a feltétel
szerint x + y = F, 4o, vagy pedig « + y = F, 3. Vizsgaljuk kiilon a két esetet:

a) ¢ +y = Fhqo. Ekkor 1 =z — F), és y1 = y — F), természetes értékii paraméterek bevezetésével

$1+y1:Fn+2_2Fn:Fn+2_Fn+1+Fn+1_2Fn:anl

Ez pedig azt jelenti, hogy x1 és y1, igy x és y megvalasztasara osszesen F,_1 + 1 lehet6ségiink van.
b) x4+ y= Fyhis. Itt az 1 = — F, 42 és y1 = y — F,42 paraméterekkel

1+ =2F 0 —x—y=Fuoo— (Fays — Frg2) = Fuypo — Fry1 = Fy



Ezzel a feltétellel nyilvanvalé modon F),, 4+ 1 szampért valaszthatunk ki.

A két eset egyiitt F,,—1 + F, + 2 = F,,11 + 2 megoldést jelent, azonban néhdny megoldast (z = y)
kétszer szamoltunk. fgy ha F,,_1 vagy F,, paros, akkor eggyel kevesebb eleme van a halmaznak. Teljes
indukciéval igazolhatd, hogy a Fibonacci-sorozatnak pontosan azon elemei parosak, amelyek indexe 3-
mal osztva 2 maradékot ad. Ez azt jelenti, hogy ha n 3-as maradéka 0 vagy 2, akkor a halmaz elemszama
F,+1 + 1, ha pedig n 3-as maradéka 1, akkor a halmaz elemszdma Fj, 1 + 2

3. feladat: Mennyi maradékot kapunk, ha az n" !+ (n+1)" természetes szdmot elosztjuk n(n+1)-
el?
Kovdces Béla, Olosz Ferenc (Szatmdrnémeti)

3. feladat I. megolddsa: Az z"*! + (x + 1) polinomot eloszthatjuk az z(z + 1) masodfoki
polinommal, irjuk fel a maradékos osztést!

" (2 +1)" = z(z + Vg(z) + ax + b,

ahol ¢(z) egy n — l-edfokd polinom, és a,b valds szdmok. x = 0 és & = —1 behelyettesitésével b = 1,
a =1+ (—1)". Ha most x helyébe a polinomban n-et frunk, akkor n"*! + (n + 1)"-nek az n(n + 1)-gyel
valé osztasi maradéka paros n-re n + 1, paratlan n-re 1.

Megjegyzés: a polinomoknak ez egy kissé szabadon értelmezett felhasznalasa, de megtehet6, hiszen
a feladat kérdése mindig egy konkrét n-re vonatkozik, igy a polinom fokszama egy adott esetben mindig
rogzitett, és nem valtozik.

4. feladat: Legyen P(x) egy valds egytitthatés n-ed foki polinom. Igazoljuk, hogy a P(P(P(x))) =
0 egyenletnek nem lehet pontosan n3 — n? + 1-szeres gyoke.
Andrds Szildrd, Oldh Gyérgy (Csikszereda, Révkomdrom)

4. feladat I. megoldasa: A feladatban szerepld egyenlet bal oldalan nyilvén egy polinom &ll, ele-
gendd ennek a gyokeit vizsgalni. Jeloljiik a P(x) polinom gydkeit z1, 23, . . ., ,-nel! Ekkor a gyoktényezds
alak

(P (P(z)) —x1) (P (P(2)) = 22) ... (P (P(z)) — zn)

, tehat barmely i-re a P (P(z)) — ; polinom gyoke gyoke az eredeti polinomnak is.

Tegyiik fel most, hogy o a polinomunknak (n® — n? + 1)-szeres gyoke. Ha ez nem gyoke mindegyik
P (P(z))—x; polinomnak, akkor legféljebb n— 1 polinomnak gyéke, és mindegyiknek legfeljebb n?-szeres
(hiszen P (P(z)) fokszama n? lesz). Mivel pedig n?(n — 1) < n® —n? + 1, azért ez nem lehetséges, igy x
minden polinomnak gycke, P (P(zg)) =21 =20 = ... = zy,.

Ha viszont a P (P(x))—x; polinom gyokei aq, as, . .., Gm,, rendre t1,to, . .., t,, -szeres multiplicitassal,
akkor ugyanezek lesznek a P (P (P(x))) polinom gyokei is, mégpedig a; n - t;-s multiplicitdssal. fgy
minden gyok tobbszorosségi foka oszthaté lesz n-nel, és igy n > 2-re (n® — n? + 1)-es gydke nem lehet a
polinomunknak.

5. feladat: Egy korvonalat 30 ponttal 30 ivdarabra osztunk fel gy, hogy az ivdarabok koziil 10-nek

a hossza 1, 10-nek a hossza 2 és 10-nek a hossza 3. Bizonyitsuk be, hogy a felvett osztépontok kozott
van legalabb kettd, amelyek atmérosen ellentettek.

Reiman Istvin (Budapest)

5. feladat I. megoldésa: A kor keriilete a feladat szovege szerint 60 egység. Vegyiink fel a 2-es és
3-as {veken Ujabb osztépontokat, amelyekkel igy csupa 1 hosszisagu ivre bonthatjuk a kort. Bizonyitsunk
indirekt médon! Tegyiik fel, hogy nem volt két atellenes osztépont. Jeldljiink ki egy 2 hosszisdgu AB
fvet, legyen a felezOpontja P, ennek &tellenes pontja (ilyen nyilvan van) Q! A kisebbik AQ iv 29 egység
hosszisagu, jeloljiik az ezen eredetileg elhelyezkedd 1-es, 2-es, 3-as {vek szamét z, y, z-vel! Ekkor z + 2y +
3z = 29. Mivel eredetileg nem voltak atellenes osztopontok, azért az AQ iv eredeti 1 hosszusagu iveivel
szemben eredetileg 3 hosszisagu ivek kozépsé’ 1 hosszisagu része helyezkedett el, ebben jeloltiink ki



két 4j osztépontot. Forditva az AQ iv 3 hosszusagu iveinek belsé osztépontjaival szemben a szemkozti
BQ iven 1 hosszusagu iv végpontjai vannak. Ez azt jelenti, hogy = + z = 10, hiszen Gsszesen 10 db
3 hosszusagu és 10 db 1 hosszusagu iv volt. Ezekbél a gondolatokbdl latszik az is, hogy az AB iv
felez6pontjival szembeni @ eredetileg is osztépont volt, hiszen A-val és B-vel szemben nem lehetett
osztépont, de ha a felezéponttal szemben nem lett volna, akkor az AB-vel szemkozti iv 3-nal hosszabb
lett volna.

Azt kaptuk tehat, hogy « + z = 10, tehdt a felirt egyenletiink 10 + 2(y + 2z) = 29, ami nyilvan
lehetetlen, hiszen a bal oldal paros, a jobb oldal pedig paratlan. fgy ellentmondasra jutottunk, tehat
kellett lennie legaldbb egy olyan osztépontnak, amellyel szemben szintén osztépont van.

6. feladat: Adott az f : (0,+00) — R folytonos fiiggvény gy, hogy
(fof)x)=V(+)"+1 (n=2)

Igazoljuk, hogy i )
. T+
AT
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megolddsa: Az f fliggvény sziikségszerlien injektiv, hiszen ha 0 < z; < zq, és
f(x1) = f(z2), akkor f (f(z1)) = f(f(z2)), tehdt {/(x1 +1)* + 1= /(x5 +1)" + 1, ami viszont nem
lehetséges, hiszen x1 < xg. Ez azt jelenti, hogy f injektiv, és igy a folytonossiag miatt szigorian monoton
is. Mivel f(f(z))-et értelmezziik, azért f(z) minden z-re pozitiv. Ha f(z) hatdrértéke a végtelenben
véges lenne (jeloljiik a-val), akkor f(f(z)) hatdrértéke a végtelenben f(a) lenne, ami ellentmondana
annak, hogy ¥/(z + 1)” + 1 hatérértéke a végtelenben végtelen. Mivel f szigortian monoton né, azért
flz+1)> f(z), amibél

ey _TVEEDTET) ) [ W),

f(z) f(z) f(x) y
bevezetve az f(x) = y jelolést. Tudjuk, hogy = — oo esetén y — oco. Mivel pedig f (f(y)) hatérértéke

a végtelenben megegyezik TV haparartékével, ami pedig lathatéan 1, igy az allitdst a fenti
egyenlGtlenség segitségével a renddrelv alapjan igazoltuk.




