V. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Székelyudvarhely, 1996. mdrc. 29-dpr. 2.

11. osztaly

1. feladat: Igazoljuk, hogy
(\/§—|— ﬂ)1996 + (\/g_ \/5)1996

pozitiv egész szam, és adjuk meg a szam utolsd szamjegyét.
Urbdn Janos (Budapest)

1. feladat I. megoldasa: Vezessiik be az

an = (V3+V2)?" + (V3 - V2)™

jelolést! Ekkor ag = 2, a; = 10, és mivel (\/§+ \/5)2 =5+2v6 és (\/g— \/5)2 = 5— 26, azért érvényes
a kovetkez6 szamolds:

anta = (49 +20vV6)(5 + 2v6)" + (49 — 20V6)(5 — 2v/6)" =
10 ((5 + VB 4 (5 2\/6)"“) - ((5 +2V6)" + (5 — 2\/6)") = 10an11 — an

Ez azt jelenti, hogy az an4+2 = 10a,41 —a, rekurzié megadja a sorozat minden tagjat, ap = 2,a; = 10
definiciéval. Ez pedig azt jelenti, hogy a sorozat minden tagja egész szam. A feladat aggg értékét kéri, igy
ez is egész szam. Ennek alapjan a sorozat tagjainak utolsé szdmjegye négyes periédus szerint 2, 0, 8, 0
lesz. Ez azt jelenti, hogy aggg utolsd jegye is 8 lesz.

2. feladat: Oldjuk meg a természetes szamok halmazan az =¥ — x = y* — y egyenletet.
Bencze Mihdly, Olih Gyorgy (Brassd, Révkomdrom,)

2. feladat I. megolddsa: Nyilvanvalé médon megoldds, ha a két véltozd megegyezik (ekkor a
két oldal formalisan ugyanaz), illetve ha valamelyik véltozé 1 (ekkor mindkét oldal 0). Az dltaldnossdg
megszoritds nélkiil tegyiik fol, hogy 0 < x < y, és jeldljiik az y — x kiilonbséget t-vel. Az eredeti egyenlet
4j jeloléstinkkel és atrendezve a kovetkezo alaki:

rMrrtt=(z+t)"+2

Mindkét oldalt x”-szel elosztva (x # 0)
t —x t ; t
'+t = (1—1—) <e,
x

mivel az (1 + %)n sorozat monoton néve tart e*-hoz. Ebbél viszont 2t < ef, abbél pedig x < e kivetkezik,
tehdt e < 3 miatt x = 1 vagy x = 2 képzelhetd el csak. © = 1-re mar tudjuk, hogy minden y megoldast
ad. x = 2, y = 3 megoldés, de ha y > 3, akkor nem kaphatunk megoldést, hiszen 2¥ > y? — y + 2 miatt
soha nem &llhat font egyenléség (az &llitds y szerinti teljes indukciéval bizonyithatd). fgy megoldast
akkor kapunk, ha az egyik véltozo6 2, a masik pedig 3, ha valamelyik valtozé 1, illetve ha a két véaltozo
egyenld. Ezzel a feladatot megoldottuk.

3. feladat: Legyen ABC haromszog AC oldalanak A-hoz kozelebbi harmadolé pontja D, BC'
oldalanak felezési pontja E. Az ABE D négyszogrol tudjuk, hogy hiurnégyszog és egyben érinténégyszog



is. Jeldlje R az ABC haromszog korilirt korének sugardt és r az ABE D négyszog beirt korének sugarat.
Hatérozzuk meg az R/r hédnyados pontos értékét.
Bird Balint (Eger)

3. feladat I. megoldasa: A feladat allitdsa szerint ABED hirnégyszog. Fz azt jelenti, hogy az
EDC és ABC haromszogek hasonlék lesznek, hiszen az EDC szog egyenld lesz az ABE-vel, a DEC

pedig a CAB-vel. Ez a szokasos jeloléseinkkel azt jelenti, hogy a : b = %b : 5, ami dtrendezve azt
jelenti, hogy b = “7‘/5 Ha bevezetjitk a DE = z jelolést, x : § =c : b, amit atrendezve x = 57 = %
Mivel ABED érinténégyszog, azért szemkozti oldalai megegyeznek, tehdt x +c = 5§ + %, és az el6z6

osszefiiggéseket felhaszndlva ebbdl ¢ = 5 adédik.

A kapott egyenldségekbdl dtalakitdasokkal a® —b? — ¢ = 0 adédik, ez pedig azt jelenti, hogy az ABC
hdromszog derékszog, koriilirt korének sugara R = §. A beirt kor sugara r = Tapc — ebbol

a+b+c 2(1-3\/5)’
pedig & =1+ /3

4. feladat: Igazoljuk, hogy ha az ABC hegyesszogli haromszogben a = § és b = « akkor ¢ < - 7.

(a, b, c a hdromszog oldalainak hosszét « , 8 , v a hdromszdg A, B illetve C csicsdhoz tartozé szogeinek
mértéke radidnban.)

Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat I. megoldéasa: Alkalmazzuk az ABC hdromszogben a szinusztételt! Ekkor -2 = ﬁ,
azaz, % = ﬁ, vagyis Asin A = Bsin B. Mivel a szinuszfiiggvény 0 és 5 kozott szigortian monoton

né, azért f(A) = f(B) miatt A = B, tehdt az ABC hdromszog egyenldszari. Ez azt jelenti, hogy

2 2 2 2 2

a*+b°—c c c
3 O = S —— = 1 _—— = 1 —_
o8 o8 2ab 2a? 2A2

Mivel ismert becslés alapjan cosx > 1 — %, azért cosC > 1— %2, ami azt jelenti, hogy 1 — % >1—
Ezt dtrendezve pedig ¢ < A - C- t kapjuk, ami éppen a bizonyitandé allitas volt.

c?
2

5. feladat: Egy 6n x 6n (36n? mezdt tartalmazé) négyzetes téblara két jatékos felvéltva, 2 x 2-es
négyzeteket rak, amelyek nem fedik egymast. Az veszit, aki mar nem tud tenni.
a) Legaldbb hdny 1épés utén fejezédhet be a jaték?
b) Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégidja?
Andrds Szilard, Bege Antal (Csikszereda, Kolozsvdr)

5. feladat I. megoldasa: Egy 3x3-as négyzetes tablara csak akkor nem lehet tjabb 2x2-eset
elhelyezni, ha mar legalabb négy mezGje foglalt. Ez azért van igy, mert ha a kozépsé négyzet foglalt,
akkor bizonyosan még legaldbb 3 az (a 2x2-es tabldk miatt). Ha csak saroknégyzetek foglaltak, akkor
sziikségképpen mind a négynek foglaltnak kell lennie, mert masképp lerakhatnank még egy 2x2-es téablat.
Ha a kozépso négyzet nem foglalt, de van valamelyik oldalon foglalt bels6 négyzet, akkor biztosan foglalt
mellette még egy saroknégyzet, és ha nem lehet ijabb 2x2-est lerakni, akkor foglalt még a két szemkozti
saroknégyzet is, vagy pedig foglalt még egy oldalsé négyzet, és igy a mellette 1év6 saroknégyzet. Tehat
minden esetben legaldbb 4 négyzet foglalt lesz.

Ha most a 6nx6n-es tablankat felbontjuk 4™ darab 3x3-asra, akkor a fenti gondolatmenettel belathato,
hogy legalabb 4™ - 4 darab mez6 le lesz fedve, mikor az egyik jatékos mar nem tud lépni. Eddig tehat
mindenképp folyhat a jaték, vagyis legalabb 4™ 1épés utan lesz vége.

A b) kérdést illetGen az els6 jatékosnak van nyerd stratégidja, amennyiben az els6 1épésben a tabla
kozepén elhelyezked6 4 db 3x3-as négyzet Gsszeér6 sarkaibdl egyet-egyet lefed, majd a masodik jatékos
lépéseihez képest mindig a tébla kézéppontjdra centrélszimmetrikusan 1ép (ez nyilvdnvaléan megold-
haté). Ekkor ldthatd, hogy a mésodik jatékos minden lépése utdn lesz még lehet&sége 1épni, tehdt mivel
a jaték egyszer biztosan véget ér, azért a mésodik jatékos fog vesziteni, és az elsé nyerni.




6. feladat: Az A;A;AsA, tetraéderben Gj-vel jeldljitk az A;-vel szemben fekvé lap sulypontjat.
Ha egy térbeli M pont esetén 3MG,; = MA; barmely ¢ € {1,2,3,4}, igazoljuk, hogy M a tetraéder
sulypontja.

Andrds Szildrd, Tuzson Zoltdn (Csikszereda, Székelyudvarhely)

6. feladat I. megoldasa: Ismert a térben a sikbeli Apolloniosz-tétel megfeleldje, tehat a G; A; sza-
kaszok f0lé emelhets, 1:3 ardanyhoz tartozé Apolldniosz-gombok kozos pontja lesz M. A négy gémb
kozéppontja nem lehet egy sikban, ez azt jelenti, hogy csak egy kozos pontjuk lehet, a tetraéder
sulypontjardl viszont tudjuk, hogy koz6s pontja a gobmboknek, tehat M a stulypont lesz.



