V. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Székelyudvarhely, 1996. marc. 29-apr. 2.

10. osztaly

1. feladat: Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n természetes szam esetén
1996 | 255721 4 155921 — 4054771 — 622+t

Veres Pdl (Miskolc)

1. feladat I. megoldasa: Tekintve, hogy 1996 = 4 - 499, a megolddshoz elegendd, hogy az
A = 255727 4 15597 — 405427 — 22!

szém oszthaté kiilon-kiilon 4-gyel és 499-cel (a két szdm relativ prim). Felhasznaljuk a megoldés sorén,
hogy az ismert azonossagok szerint

(a+b)|(a* Tt 4- 2"+
és
(CL _ b)‘(a2n+1 _ b2n+1)
Mivel 2557 + 1559 = 4 - 1029, illetve 4054 + 62 = 4 - 1029, azért az
A = (25577 £ 155927 F1) — (405427 4 6221

felirdsban a kisebbitendd és a kivonandé is oszthaté 4-gyel, tehdat 4|A is teljestilni fog. Mivel pedig
2557 — 62 = 5 - 499, tovabba 4054 — 1559 = 5 - 499, azért az

A = (25572 — 6227 1) — (4054271 — 155921

felirdsban a kisebbitendé és a kivonandé is oszthaté 499-cel, tehat 499|A is teljesiilni fog. A két allitds
pedig egyiitt azt jelenti, hogy bebizonyitottuk a kért Gsszefliggést.

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha x € [%; arctg g), akkor

tg (ctgx) ctg (tgz) < 1 < tg(tgz) ctg (ctgx)

Bencze Mihdly (Brassd)

2. feladat I. megoldasa: Mivel a [%, arctg g) intervallumon a tangensfiiggvény szigorian mono-
ton novekszik, a kotangensfiiggvény pedig szigoriian monoton csokken, azért x € [g, arctg g) esetén
arctg 3 = arcctg 2 felhaszndlasdval tgz € [1,3), illetve tg(tgz) > 1, tovdbba ctgz € (2,1], és igy
ctgl < ctg(ctgzx). Ebbdl pedig 1 < tg(tga)ctg (ctgx).

Analég médon kaphatd, hogy ctg(tgz) < ctgl, és hogy tg(ctga) < tgl. Ez pedig egyiittesen azt
jelenti, hogy tg (ctga) - ctg(tgz) < 1. Ezzel mindkét 4llitast bebizonyitottuk.

3. feladat: Minden n > 1 egész szamra hatarozzuk meg azt a legnagyobb értéket, amelyet az a
szorzat vehet fel, amely szorzat tényezdi egészek és a tényezék Osszege n.
Urbdn Jdnos (Budapest)

3. feladat I. megoldasa: Nyilvanval6, hogy a maximum létezik, hiszen a lehetséges szorzatok
halmaza feliilrél korlatos, n™ példaul egy trividlis fels6é korlat. A maximalis szorzatot adé felbontasban
legyen

n=k +ko+...+k



Biztosan nem lesz egyik k; sem 4-gyel egyenld, hiszen a 4-esek potolhatdk az Gsszegben és a szorzatban
is 2 darab 2-essel. Barmely i-re k; < 4 teljesiilni fog, hiszen ha nem igy lenne, k; helyett k; — 2-t és 2-t
véve 2(k; — 2) > k; miatt a szorzat nagyobb lenne, mint az eredeti. n = 1 esetén a maximdlis szorzat
nyilvanval6 médon 1, n > 1-re azonban 1-es mar nem lehet a tényezdk kozott, hiszen egy 1-es tényezot
elhagyva és barmelyik mésik tényezot 1-gyel novelve a szorzatot novelhetjiik, mig az 6sszeg nem valtozik.
A maximdlis szorzatban igy csak 2-esek és 3-asok szerepelhetnek, de 2-esbél is legfeljebb 2 darab, mert
3 kettes mar helyettesitheté két 3-assal, hisz 2-2-2 < 3- 3. fgy tehat n = 1-re a maximalis szorzat 1
lesz, n = 3l-re 3!, n = 31+ 1-re 4- 371, n = 31 + 2-re pedig 2 - 3*.

4. feladat: Helyezziink el n pozitiv szdmot egy kor keriiletén tigy, hogy egy kivételével mindegyik

a vele szomszédos két szdm mértani és szamtani kozéparanyosa altal meghatarozott intervallumban
taldlhat6. Hatarozzuk meg a szamokat, ha ismertink egyet koziiliik!

Bege Antal (Kolozsvdr)

4. feladat I. megoldasa: Megmutatjuk, hogy sziikségképpen az Gsszes szam egyenlo lesz. Jeloljlink
ki egy szamot a kor keriiletén, legyen ez ¢! A t&bbi szdmot valamilyen koriiljaras szerint szamozzuk meg:
a1,G3,...,0,_1. Ha most ¢ > ay, akkor mivel a; a ¢ és as szdmok szamtani és mértani kozepe kozott
van, azért kozéjik esik, tehat ¢ > a; > as. Ugyanigy teljes indukciéval belathatd, hogy ¢ > a1 >
as > ... > ap—1 > c. Ez viszont ellentmondést okoz. Hasonlé médon juthatunk ellentmondasra akkor
is, ha egy bizonyos k-ig egyenloség &ll font, és csak utana van szigord egyenl6tlenség. Forditott iranyt
egyenlétlenségnél nyilvanvalé médon ugyanez a helyzet, ott ¢ < a1 < as < ... < ap—1 < ¢ adddik (az
els6 néhany helyen esetleg allhat egyenléség), ami szintén ellentmondas. Belattuk tehat, hogy mindenhol
egyenléségnek kell allnia, ez pedig azt jelenti, hogy sziikségképpen minden szdm egyenld.

5. feladat: Az ABC haromszogben az A szog belsé szogfelezbje a haromszog koré irhatd kort
Aj-ben metszi. Hasonléan kapjuk a By, C; pontokat. Igazoljuk, hogy:

1.) Ter[BA;C]+ Ter[C B, A] + Ter[AC1B] = p(R —r)

2 b2 2

2) 7aib+c + a—b+c + a+cbfc = %(R - T)

Ahol a, b, ¢ a haromszog oldalai, p a keriilet fele, R a koré irhatd, r a beirhaté kor sugara.
Bencze Mihaly, Szabé Magda (Brassé, Szabadka)

5. feladat I. megoldasa: Jeloljiikk O-val a kortlirt kor kézéppontjat. Tudjuk, hogy az A; pont
felezi a BC' ivet. Ebbol kovetkezéen az A0 szakasz felezve metszi a BC' szakaszt. Jeloljik x-szel a
BA;C hiaromszog Ai-hez tartozé magassdgat.
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A BA;C haromszog teriilete %aw, z-et pedig kifejezve (hasznéljuk fel, hogy BC és A;O metszéspontja

derékszogli hdromszoget alkot B-vel és O-val, {gy alkalmazhat6 a Pitagorasz-tétel) x = R—4/ R? — (%)2,

ebbdl az kovetkezik, hogy
1 ) a\ 2
rac=a (e 3

Teljesen analég médon kaphaté, hogy
1 c\2
TAClB:2'0<R— R2—(2)>

1 b)”
Tepa =5 b| R~ RQ—(2>

Osszeadva a teriileteket
1
Tpa,c +Tepa+Tac,s = §(a +b+c)R—Tapc =p(R—r),
felhasznélva a Tapc = pr jOl ismert Osszefiiggést. A BA;C és ABC hédromszogek teriiletardanya a

kovetkez (D az AA; és BC szakaszok metszéspontja, m,, talppontjat M-mel, A;O és BC metszéspontjit
P-vel jelolve nyilvanval6 médon a DM A és PA; D haromszogek hasonldk):

Tpa,c 308  x DA, DA -DA DB-DC
Tapc  sam, m, DA~ DA?> — DA?
a*be (b+c)? a?

T (b+e)? dbep(p—a)  4p(p—a)’

a szogfelez6 hosszéra vonatkozo Osszefliggést felhasznélva, miszerint annak négyzete egyenl6 a kozrefogd
oldalak szorzatanak és a szemkozti oldalon kialakulé darabok szorzatanak a kiilonbségével, és mivel

be a? _ . latb+o)(bt+c—a)
bc“2<b+c>2bc(1<b+c>2> b+ op

Ha a maésik két haromszogre is felirjuk ugyanezeket az egyenleteket és dtszorzunk 2p-vel, a kapott
egyenletek megfelel6 oldalait pedig Osszeadjuk, az adodik, hogy
a® b? c? 2p
- - =
—a+b+c a—-b+c a+b—c Tapc

“(Ta,c +Tepia+Tac,B) = 7(3 —)

6. feladat: Legyen M egy olyan pont a térben, amelynek az ABCD tetraéder AB, BC, CD és DA
éleire esé My, My, M3 és My vetiiletei az illetd szakaszok belsé pontjai. Szamitsuk ki az a - M1 A+ b -
MsB + ¢- MsC + d - MyD 06sszeget (ahol a, b, ¢ és d-vel az AB, BC, CD és DA élek hosszat jeloltiik)!

Andrds Szilard (Csikszereda)

6. feladat I. megoldasa: A Pitagorasz-tétel miatt
MA? — MB? = MyM?* + My A* — My M? — M, B

MB? — MC? = MoM? + MyB? — MyM? — MyC?
MC? — MD? = MsM? + M3C? — MsM? — MsD?
MD? — MA? = MyM? + M,D? — MyM? — M, A?
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C

A megfelel§ oldalakat Osszeadva, tovabba M1 A + M B, MyB + M>C, M3C + M3D, MysD — M, A
helyébe a, b, ¢ és d beirdsaval
0 = My A% — M1 B? + M,B? — M,C? + M3C? — MsD? + M,D?* — M, A% =
CL(MlA - MlB) + b(MQB - MQC) + C(M3C - MgD) + d(M4D - M4A) =
—(a® +0* + A+ d?) + 2(aM A+ bMyB + cM3C + dMy D)
Amibdl pedig atrendezés utan

a? + b2+ +d?
2

aMlA + bMQB + CMgC + dM4D =

Ezzel kiszamoltuk a kifejezés pontos értékét, tehat a feladatot megoldottuk.



