V. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Székelyudvarhely, 1996. mdrc. 29-apr. 2.

9. osztaly

1. feladat: a) Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor (7n D és (57?2“3) nem lehetnek egyszerre egész
szamok.
b) Hany olyan 1996-n4l kisebb n természetes szdm van, amelyre w tort egyszerisithetd?

Weszely Tibor, Czapdry Endre (Marosvdsdrhely, Pdpa)

1. feladat I. megolddsa: a) Indirekt médon bizonyitunk: tegyiik fel, hogy létezik olyan n, amelyre
mindkét kifejezés egész értékil. Ekkor jeloljik az elsé kifejezés értékét k-val, a mdasodikét [-lel! Ekkor
atrendezve n értékére azt kapjuk, hogy

_4k+1  120-3
I

A masodik egyenlOséget alapul véve azonban rendezziink at!

20k +5 = 841 — 21
841 — 20k = 26
421 — 10k = 13,

ami nyilvanval6 ellentmondds, hiszen mig a bal oldal paros, addig a jobb oldal paratlan. Ebbdl az
kovetkezik, hogy a két kifejezés nem lehet egyszerre egész szam.

b) Jeloljiik d-vel a szamldl6 és a nevez6 legnagyobb kozos osztéjat! Ekkor d|4n+ 3, valamint d|13n+2
is teljesiilnek. Ebbdl az kovetkezik, hogy d|52n + 39, valamint d|52n + 8. Ebbdl a kettébél kovetkezik,
hogy d osztéja a kiilonbségiiknek, azaz 31-nek. Ez viszont d > 1 miatt csak d = 31-et engedi meg.
Legyen a szamlaldé, 4n + 3, 31k alakd! Ekkor a 4n + 3 = 31k egyenletet atrendezve n = Tk + (k4 D
Mivel a jobb oldalon egész szam 4ll, és (3,4) = 1, azért 4]k — 1, tehét k = 41+ 1 valamely [ egész szdmra.
Minden ilyen szam megfelel6 lesz tovabbda, mivel az egyenlet ekvivalens dtalakitasaival kapjuk, hogy
4dn+3 = 31k, és ebbdl 31|52n + 39, valamint ebbdl kovetkezden 31|52n + 8, és mivel (31,4) = 1, azért az
utolsé oszthatdsdgbdl 31]13n+ 2 is kovetkezik. fgy tehat minden 414 1 alaku k-ra a tort egyszerisitheto.

Az n értékére kapott fenti képletbe k helyére ezt beirva n = 3114 7, ez kisebb kell hogy legyen, mint
1996, ami egyszerii szamolassal 0 < | < 64-et jelent, és mint lattuk, minden értékre megoldast kapunk,
tehat Gsszesen 65 megfeleld természetes szam lesz.

2. feladat: A valds szamok halmazan oldjuk meg a kovetkez§ egyenletrendszert:

r?—4dy+3 =0
y?—424+3=0
22— 4x+3=0

Arokszdllgsi Tibor (Paks)

2. feladat I. megolddsa: A valtozokat ciklikusan cserélve az egyenletek nem valtoznak, igy fel-
tehetjiik, hogy x a legkisebb valtozé. A harmadik egyenletet atrendezve 4x = 22 + 3, ami azt jelenti,
hogy x > 0, tehdt minden véltozénk pozitiv lesz. Az elsé egyenletet dtrendezve 4y = 22 + 3 > 4z,
vagyis £2 — 4z + 3 > 0, z > x miatt azonban 22 — 4z + 3 > 22 — 4z + 3, vagyis 22 — 4z + 3 = 0 miatt
22 —4x + 3 < 0. A két kapott egyenlbtlenség egyszerre csak akkor allhat fenn, ha z? — 4z + 3 = 0,



tehat © = 1 vagy = 3. Sziikséges tovabba, hogy mindeniitt egyenlség alljon fent a becslésekben, tehat
hogy = = y = z legyen, tehat két megoldasunk lesz, t =y =2 =1 és x = y = z = 3. Ezekre konnyen
ellendrizheté médon valéban teljesiilnek az egyenletek.

3. feladat: Melyek azok az f,g: R — R fiiggvényeket, melyekre f(z) + f(g9(y)) = = + y, barmely
z,y € R esetén?
Kacsé Ferenc (Kolozsvdr)

3. feladat I. megoldésa: Jeloljiik g(0) értékét b-vel, és f(b) értékét a-vall Ekkor y = 0 behe-
lyettesitésével a feltételi egyenletet dtrendezve azt kapjuk: f(x) = x — a tetszdleges valds z-re. Ez azt
jelenti, hogy ismét csak a feltételi egyenletbe visszairva f (g(y)) = g(y) — a kovetkezik. Felirhaté tehét
a kovetkez6:

flw)=9y) —a=a+y—fla)=x+y—(xr—a)
Ez pedig a feltételi egyenlettel egybevetve g(y) = y + 2a-t jelenti, és a-t valés paraméterként tekintve az

f(z) =2 —aés g(x) = x + 2a fiiggvények valéban kielégitik a feltételi egyenletet, a gondolatmenetbdl
kovetkezben pedig mas megoldas nem lehetséges.

4. feladat: Adott egy szabalyos 16 oldali sokszog. Barmely két csicsat Gsszekotjik egy piros,
kék vagy z0ld szakasszal. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan haromszog, amelynek azonos szinl oldalai
vannak.

Bege Antal (Kolozsvar)

4. feladat I. megoldasa: Jeldljiik ki a sokszog egyik cstcsat, A-t! Ebb6l 6sszesen 16 szakasz indul ki,
a skatulyaelv alapjan van koztiik 6 egyforma szinfi, legyen a szin a piros, a szakaszok masik csicspontjai
pedig Bi, Bs, B3, By, By és Bg. Ezek a feltevések nem befolyasoljak a megoldas altalanossdgéat. Ekkor
a B-vel jelolt pontok koziil semelyik kettét sem kotheti Gssze piros szakasz, hiszen akkor az 6sszekotott
két csucs és A egy piros szinnel szinezett haromszoget adna. Ez azt jelenti, hogy a 6 csics kozott csak
kék és zold élek futhatnak. Vizsgédljuk mostantdl csak a hat pont alkotta halmazt, ahol minden 6sszekotd
szakaszt kék vagy zold sziniire szineztiink. Megmutatjuk, hogy lesz benne olyan hiromszog, amelynek
oldalai azonos szinnel vannak szinezve.

B;-bdl 6sszesen 5 él indul ki a t6bbi csicsba, van koztiink 3 egyforma szint, feltehetjiik, hogy zold.
Ezen cstcsok végpontjai koziil semelyik kett6é nem lehet z6ld szakasszal 6sszekotve, hiszen ekkor Bi-gyel
egylitt egy csupa zold haromszoget alkotnanak. E kozott a harom él kozott tehdt csak kék élek futhatnak,
ami viszont azt jelenti, hogy hdrman egyitt egy olyan haromszoget alkotnak, amelynek minden oldalat
kékre szineztiik. Ezzel pedig belattuk, hogy minden esetben lesz legalabb egy olyan haromszog, amelynek
minden oldala egyforma szind.

5. feladat: Az ABC haromszogben a B és C szogek belsd szogfelezbinek talppontjat B’, C -vel, a
kiils§ szogfelezék metszéspontjat I,-val, mig a hadromszog koré irhaté kor kézéppontjat O-val jeloljiik.
Igazoljuk, hogy I,O mer6leges B'C’-re.

Andrds Szildard (Csikszereda)

5. feladat I. megolddsa: Meg fogjuk mutatni, hogy az O és I, pontok B’C’-re vett merdleges
vetliletei megegyeznek. Jeloljik ezeket Z1-gyel, illetve Zs-vel!l A vetiiletek egybeesése azt jelenti, hogy

C'0*-B0O*=C'Z} -B'7}=C'7} -B'Z; = 1,07 - 1,B",

figyelembe véve a meroleges vetitésnél kialakulé derékszogii haromszogeket és a Pitagorasz-tételbdl kife-
jezve az atfogdk négyzetét, majd ezeket kivonva egymasbol. A kozépso egyenléség pedig csak akkor allhat
fenn, ha Z; = Z,, hiszen a kifejezések valamelyik pontnak a szakasz végpontja felé torténé mozgatasaval
monoton médon valtoznak.

Szamoljuk ki az egyenléségben szerepld értékeket a szokasos jelolésekkel!

C'0? - B'O* = (R* - B'O?) — (R* - C'0*) = AB' - OB’ — AC' - BC'



felhaszndlva a B és C’ pontok korre vonatkozé hatvényét. A szogfelezStétel allitdsa a kovetkezo:

AB c AB’ c b a+c ab
=1+ ——==14-; =—=—-; CB' = —
CB a +C’B’ +a cB’ a a-+c

Hasonl6képp AB' = a’fc, BC' = 22, AC = alfb is igazolhatdk. Ekkor pedig a bizonyitandd egyenlétlenségiink:

be ab be ac s be \?2 be \?
) _ ) (s 2 ) (5=
a+c a+c a+b a+bd a+b a+c)’

a szokdsos s = a + b + ¢ jelolést alkalmazva. Ez pedig szamolédssal egyszerlien igazolhaté azonossag.

6. feladat: Adott az ABC hegyesszogli haromszog, a belsejében egy M pont, valamint N és P,
az M vetiiletei az AB és AC oldalakra és D a BC' oldal felez6pontja. Igazoljuk, hogy MN - AC =
MP-AB & BAM/ =DAC/ .

Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Jeldljitkk az A pontnak a D pontra vonatkozo tiikorképét E-vel.

Bizonyitsuk elészor a mésodik dllitasbdl az elsét! Tekintve, hogy APM / + ANM /Z = 180°, tudjuk,
hogy NPM/ = NAM/ = DAC/Z, mert az ANM P négyszog hirnégyszog, tovabba feltettiik, hogy
igaz a mdsodik &llitds. Mivel pedig NMP = 180° — NAP/Z = ACEZ (ugyanis az ABEC négyszog
paralelogramma), azért az NM P és EAC hiromszogek hasonlék egyméshoz, hiszen két szogiik is mege-

gyezik (az M-nél és C-nél 1év6, valamint a P-nél és A-ndl 1évE). A megfelels oldalak ardnya % = %,
igy MN-AC=MP-CE=MP - AB.
Az els6 &llitdsbdl a mésodik bizonyitdsa: az el6z6 gondolatmenet mintdjara % = %—g, tovabba

PMN/ = ACEZ tovabbra is igaz marad, ez pedig azt jelenti, hogy az M PN és EAC haromszogek
ismét hasonldk lesznek, amelybdl az elézé gondolatmenet 1épéseit megforditva BAM / = DAC/Z méar
kovetkezik.



