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12. osztaly

1. feladat: Az A cstcsi a hegyesszog szogtartomanyaban vegyiink fel egy tetszés szerinti P pontot.
Ennek merdéleges vetiilete a szogszarakon legyen B, illetve C. Bizonyitsuk be, hogy

BC/AP =sina.
Csorba Ferenc (Gydr)

1. feladat I. megoldasa: Vegyiik észre, hogy az ABCP négyszog hirnégyszog, hiszen van két
szemkozti derékszoge. A koriilirt kor atmérdje AP lesz, mivel ez a szakasz mindkét maésik csicsbol
derékszog alatt latszik. Ez pedig azt jelenti, hogy az « keriileti szoggel rendelkez6 BC' ivhez tartozé hur
hossza sin « - AP lesz, ez pedig éppen a feladat altal kivant Gsszefliggést adja.

2. feladat: Az ABCD konvex négyszog atléi az O pontban metszik egymast. Mutassuk meg, hogy
az

AB? + BC? 4 CD?* + DA? = 2(AO? + BO?* + CO? + DO?)

egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha vagy az atlok merdlegesek, vagy pedig O felezi valamelyik
atlot.
Kiss Sdandor (Nyiregyhdza)

2. feladat I. megoldasa: Jeldljiikk az AOB szoget a-vall Ekkor a DOC' szbg is « lesz, tovabba
az AOD és BOC szbgek 180° — a nagysaguiak lesznek. A koszinusztételt felirva az ABO, BCO, CDO,
DAO héromszogekre (az O-ndl 16vé csticsra) és a megfelel oldalakat dsszeadva

AB?+BC?+CD?*+DA? = 2(AO*+BO*+C0O*+D0?)—2(A0-BO—BO-CO+CO-DO—DO-AO)-cos

Ahhoz, hogy az egyenléség a feladatban fennélljon, a kivonandénak a jobb oldalon O-nak kell lennie,
mivel azonban az

(AO — CO)(BO — DO) - cos«
alakba {rhatd, azért csak akkor lesz 0, ha AO = CO, vagy BO = DO (tehdt O felezi valamelyik 4t16t),

illetve ha o = 5 (konvex négyszogrél van szé, tehat csak ez az egy érték lehetséges), amibdl pedig az

kovetkezik, hogy az atlok merdlegesek egymasra. Ez a két feltétel pedig egyiitt épp a feladatban leirtakat
jelenti.

3. feladat: Adott az {a1,as,...,a,} pozitiv szdmokbdl &ll6 halmaz. [rjuk fel minden nem iires
részhalmazaban a szamok Gsszegét. Igazoljuk, hogy az igy felirt szamokat n csoportba tudjuk osztani
gy, hogy az egyes csoportokban a legnagyobb és legkisebb szdm hanyadosa nem nagyobb 2-nél!

Katz Sandor (Bonyhdd)

3. feladat I. megoldasa: Az dltalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy a1 < as < ... < ay,
hiszen egy halmaz elemeirdl beszéliink, az pedig rendezetlen. Jeloljiik b;-vel az (a1 + a2 +az+ ...+ a;)
kifejezés értékét! Megfelel6 csoportositas lesz, ha azokat a szdmokat soroljuk egy csoportba, amelyek
egy adott i-re b; és 2b; kozé esnek. Ilyen médon nyilvan legfeljebb n csoportot definidlunk; ha esetleg
valamelyik iires lenne, tovabbi tetszéleges szétosztasdval névelheté a csoportok szama (egy csoport
barmely részhalmaza is nyilvdn megfelel a kivdnalmaknak). Nem biztos tovdbbé, hogy minden szdm

csoportjat egyértelmiien meg tudjuk hatdarozni, de ez nem is sziikséges; a megfelel¢ csoportok koziil



barmelyikbe besorolhatjuk, csak annyi a fontos, hogy barmely csoport minden eleme by és 2by kozé
essen valamely k-ra.

Be kell latnunk még, hogy barmelyik szdmot besorolhatjuk legalabb egy csoportba. Ezt indirekt
modon bizonyithatjuk: ha nem igy lenne, taldlnank egy olyan s Osszeget, valamint egy k szamot, ame-
lyekre 20, < s < bpy1 teljesiilne. 2by < s, tehat a; + as + as + ... + ar < s miatt s tartalmaz legaldbb
egy k-nal nagyobb indexii (igy nagyobb) elemet, hiszen az Gsszes k-ndl kisebb indexii elemet felsoroltuk
az Osszegben. Ez azt jelenti, hogy s > aj41. Ekkor viszont az a1 +as +as+. ..+ ap < s egyenlStlenségbe
a jobb oldalhoz s-et, a bal oldalhoz aj41-et adva tovabbra is teljesiil az egyenl6tlenség, ez viszont azt
jelenti, hogy

a1 +az+as+...+ap+ a1 < 2s,

tehat b1 < s, ami ellentmondas, hiszen a kezdeti feltevésiink épp ennek az ellenkezéje volt. Ezzel tehat
beldttuk, hogy minden szdmot besorolhatunk legaldbb egy csoportba, igy a feladatot megoldottuk.

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha x és y olyan pozitiv egészek, amelyekre 222 + 2 = 332 + y
teljesiil, akkor z — y, 2x + 2y + 1 és 3z + 3y + 1 is négyzetszamok.
Bogddn Zoltdn (Cegléd)

4. feladat I. megolddsa: Alakitsuk at az egyenletet!
202 o — 22 —y=14°
A feladat allitasat is figyelembe véve a bal oldal viszonylag kénnyen szorzatta alakithato:
(x—y)2x+2y+1) =192

Ha belatnank, hogy = — y és 2z + 2y + 1 relativ primek, az elsé két kifejezést illetéen kész lennénk. Ez
azonban igaz, ha ugyanis (x — y)-nak p egy primosztdja, akkor osztéja y2-nek is az egyenlet miatt, tehdt
osztéja y-nak, ekkor azonban sziikségképpen osztdja z-nek is, ebbdl viszont mar az kévetkezik, hogy
osztja 2x + 2y-t, tehat relativ prim 2x 4 2y + 1-hez, vagyis nem osztja azt. fgy az elsd két kifejezésre az
allitas igaz.

A harmadik kifejezéshez hasznéljuk egy maésik atrendezését az eredeti egyenletnek!

322 +x -3y —y = 22

(xr—y)Br+3y+1) = 2

Az el6z6ekbdl tudjuk, hogy = — y négyzetszam, ekkor viszont 3x + 3y + 1-nek is annak kell lennie. Ezzel
a feladat megoldaséat befejeztiik.

5. feladat: Hatarozzuk meg az Osszes olyan f fiiggvényt, amely az egész szamok halmazan van
értelmezve és értéke is egész, és minden x egészre eleget tesz a kovetkezd egyenletnek:

3f(f(x)) =2f(x) + =
Andrds Szilard (Csikszereda)

5. feladat I. megoldasa: Rendezziink at!

3(f(f (@) = f(2)) = = (f(z) — )

Definidljuk a g(x) = f(z)—x fliggvényt, ez ldthatéan f-hez nagyon hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkezik.
Ezzel a fiiggvénnyel az egyenlet alakja a kovetkezo:

39 (f(2)) = —g(x)

Ez azt jelenti, hogy minden egész z-re g(x) oszthaté lesz 3-mal. Ekkor viszont 3g (f(z)) oszthaté 9-cel,
ami azt jelenti, hogy g(x) oszthat6 9-cel is, és igy tovdbb, teljes indukciéval beldthatd, hogy barmely



n természetes szdmra és x egészre 3"|g(x), ezt a feltételt azonban csak a g(z) = 0 fiiggvény elégiti ki,
ez pedig g(z) definicidjaval egybevetve azt jelenti, hogy barmely z-re f(z) = . Ekkor pedig teljesiil a
feladatban szerepl6 egyenlet is.

6. feladat: Fibonacci sorozatnak nevezzik az Fy = 1, F» = 1, F, = F,_1 + F,_2 (n > 3)
kikotésekkel értelmezett sorozatot. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < p < n, akkor az Fypiq1 + Fops + ... +
Fopqq és Fop + Fopio + ... 4 Fyy, szamok nem lehetnek a Fibonacci sorozat tagjai.

Bencze Mihaly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Jeloljik az els6 szamot A-val, a méasodikat B-vel! A Fbonacci-sorozat
definiciéjat felhasznalva
A+B=Foypio+ Fopra+ ...+ Fonyo

A—B= ng_l +F2p+1 +~-~+F2n—1

Tovéabbd A = (A + B) — B miatt A = an+2 — F2p7 és B=A— (A — B) miatt B = F2n+1 — F2p—1-
A sorozat nyilvanvaléan névekvé és tagjai pozitivak, tovabba Fo,yo = Fopy1 + Fop, igy hdt A =
Fopyo— Fop > Fopyo— Foy = Fopyq, de nyilvan A < Fy,, 1. Teljesen hasonlé médon F, < B < Fyyq1,
mivel azonban a sorozat monoton novekszik, ezért két szomszédos tagja kozott nem lehet djabb tag,
tehat A és B val6ban nem a Fibonacci-sorozat tagjai.



