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11. osztaly

1. feladat: Az AB = 1 atméréjii félkorbe olyan ABC D trapézt szerkesztettiink, amely érinténégyszog
is. Mekkora a trapéz két szara?
Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

1. feladat I. megoldasa: A trapéznak sziikségképpen egyenld szarinak kell lennie, hiszen hurtrapéz.
Jeloljik az AD szakasz hosszat x-szel, a D pont AB-re vett meréleges vetiilete legyen az E pont. A
befogététel miatt AD? = AE - AB . Ez azt jelenti, hogy AE = z2, tehidt CD = 1 — 2z2. Mivel a
trapéz egyenld szérd, azért az alapok kiilonbsége AE kétszerese lesz, tehat 222, ami azt jelenti, hogy
CD =1 — 222 is teljesiilni fog. Mivel azonban a trapézunk érinténégyszog, azért a szemkozti oldalak
Osszege egyenld, tehat

1+ (1—22%) =22
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Ezt a méasodfoku egyenletet x-re megoldva pozitiv megoldasként azt kapjuk, hogy = =
lesz tehat a trapéz szara.

2. feladat: Az e élhosszisagi ABCDA’'B'C'D’ kocka egy lapja az ABCD négyzet; az AA', BB',
CC’', DD’ élek parhuzamosak. Mekkora az ADCD’ és a BCDC" derékszogli tetraéderek kozos részét
képezb test felszine és térfogata?

Bogddn Zoltdin (Cegléd)

2. feladat I. megoldasa: Jeloljiik az ABCD és CC'D’'D lapok kozéppontjait P-vel, illetve Q-
vall A k6z6s rész a DPCQ tetraéder lesz. A DCP és CQD héromszogek teriilete is ugyanakkora, %,
a PCQ és DPQ lapok pedig egyardnt egy szabélyos hiromszog (ACD’ és DBC'’) egynegyed részei
tertiletiiket illetGen, a szabalyos haromszogek oldala pedig a kocka egy-egy lapatléja. A keresett felszin

ennek megfelelGen:
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A keresett térfogat pedig a kiszamolt adatok alapjan:
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3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy

a)  log, 2 +log, 2% +log, 245 >3, ha 0 < a,b,c <1

b) log, %< +log, <t® +log, %% > 3, ha a,b,c > 1

Milyen esetben all fenn az egyenl6ség?
Weszely Tibor (Marosvdsdrhely)

3. feladat I. megoldasa: A szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlenségben a szamtani kbzéppel
leosztva és a mértanival szorozva azt kapjuk, hogy % < Vab. Ez viszont 0 < a,b,c < 1 esetén a
logaritmusfiiggvény szigori monotonitdsa miatt

2bc 2ac 2ab
log, bte + log, e +logca—+b > log, Vbe + log, v/ca + log, Vab




A jobb oldal viszont a kovetkez6 forméba irhaté a logaritmus azonossagainak segitségével
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alakra hozhat6, ami viszont az ismert egyenlétlenség miatt, amely szerint egy pozitiv szamnak és
reciprokénak abszolitértéke legaldbb 2 (a kik6tés miatt minden logaritmus értéke pozitiv) legaldbb
% -6 =3.

Az a,b,c > 1 esetben a szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség felhasznaldsaval az el6bbi
moédszerrel adédik, hogy

b+c

2

b
+logbc+a—|—logca > log, Vbe + log, v/ac + log, Vab > 3
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Egyenloség pedig mind a két esetben csak a = b = c-nél all fenn a szdmtani és mértani kozép fel-
hasznalasa miatt, ekkor viszont konnyen ellenérizhetd, hogy valéban egyenléség van.

4. feladat: Egy sakkbajnoksigon mindenki mindenkivel jatszott. Gydzelemért 1, dontetlenért 0,5,
vereségért 0 pont jart. A bajnoksag végén kideriilt, hogy minden résztvevé pontszaméanak felét az utolsé
hérom helyezett elleni jatszmakban szerezte. Hany résztvevGje volt a versenynek?

Katz Sandor (Bonyhdd)

4. feladat I. megoldasa: Jeldljiik a versenyzék szdmét n-nel!

Az utolsé harom helyezett egymas elleni jatszmaiban Gsszesen 3 pontot osztottak ki, az elsé n — 3
egymaés elleni jatszméiban (n=8)(n=4) _ t, végiil az els6 n — 3 helyezettnek az utolsé 3 ellen jatszott
mérkdzésein Osszesen (n — 3) - 3 = 3n — 9 pont keriilt kiosztdsra. A feladat dllitdsa minden résztvevére
teljestil, igy specidlisan az utolsé haromra is, tehat mindharman a pontjaik felét szerezték egymas ellen,
ami azt jelenti, hogy az els6é n — 3 ellen ugyanannyi pontot szereztek Gsszesen, mint egymas ellen, vagyis
3-at. Ez azt jelenti, hogy elleniik az elsé n — 3 versenyz6 3n — 12 pontot szerzett, tehat ugyanennyit
szereztek egymas ellen is, ennek kell egyenlének lennie W—Vel. A masodfoku egyenletet megoldva
n =4 és n =9 adédik eredményiil. n = 4 esetén azt kapndnk, hogy az els§ 1 versenyzének (tehdt a
gy6ztesnek) 3 -4 — 12 = 0 pontja van, ami nyilvdnvalé képtelenség. Ha n = 9, akkor ilyen akadély
nem meril fel, csupan mutatni kell egy megfeleld elosztast, amelyben ezek a pontszamok realizalédnak.
Ilyen példaul, ha az elsé 4 helyezett egymédssal csupa dontetlent jatszik, az utolsé harmat pedig mind
megverik; az utolsé 5 egyméassal mind dontetlent jatszik; az 5. az 1.-t6l és a 2.-t6l, a 6. a 3.-tdl és a 4.-t61
kap ki, a tobbi meccsiik dontetlen. Ekkor az elsé négy helyezett mindegyikének 6 pontja van, amelybdl
3-at szereztek az utolsé harom ellen; az 5.-nek és a 6.-nak 3 pontja, amelybdl 1, 5-et szereztek az utolsé
hérom ellen, a utolsé haromnak pedig 2 pontja, amelybdl 1-et szereztek egymas ellen. Ezzel a feladatot
megoldottuk.

5. feladat: Hatarozzuk meg azokat az z, y, z, t valds szdmokat, amelyek kielégitik a kovetkezo

egyenletet:
Pyl =t+Vrtyfz—t

Kovdes Béla (Szatmdrnémeti)
5. feladat I. megoldasa: Rendezziink at a bal oldalra, és alakitsunk teljes négyzetté alkalmas
moédon!
P4+l —t—Vrty+z—1t=0
1\* 1\ 1\? 1\
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(x 2> +<y 2> —I—(Z 2) +< r+y+z—1 3 0

Ez pedig csak akkor teljesiil, ha x =y =z = %, valamint ezeket az értékeket felhaszndlva ¢ = %.




6. feladat: Hatdrozzuk meg azt a valés szamok halmazan értelmezett valés értéki f fiiggvényt,
amely minden valés z-re kielégiti az

(f@)P+ @+t + . ™) f(x) =22 +2° + 2" + ... 22!

egyenletet (n > 1 rogzitett egész).
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Alakitsuk 4t az egyenletet!
Pla) -2+ @+t + . 42 f(x) = x(@® + 2t .+ 2
Kiemelve f(x) — z-et, azt kapjuk, hogy
(flz)—2) (fP@)+afx)+2°+2°+2* +.. . +2°") =0

A maésodik tényez6 mindig nagyobb lesz, mint 0, ha = # 0 (z-et paraméterként tekintve az f(x)-re
kapott masodfoku egyenlet diszkrimindnsa hatarozottan negativ), ebbél az kovetkezik, hogy nem 0 -
ekre f(x) = z. & = 0-ban ez ekvivalens a mésodik tényezd 0 voltdhoz szitkséges f(z) = 0 feltétellel,
tehdt az f(x) = z fliggvény kielégiti a megkivant feltételt.



