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10. osztaly

1. feladat: Egy n x n-es tablazat minden mezojére rairjuk az 1, 2, 3 szdmok valamelyikét. Ki lehet-e
tolteni a tablazatot 1gy, hogy a sorokban, az oszlopokban és a két atloban levé szamok 6sszege mind
kiilonbo6z6 legyen?

Kiss Sandor (Nyiregyhdza)

1. feladat I. megolddsa: A sorosszegek kozott a minimdlis az n (ami n darab 1-es Gsszeaddsédval
keletkezik), a legnagyobb pedig a 3n, amit n darab 3-asbdl kapunk. E két érték kozott csak 2n + 1
lehetséges sorosszeg van, de az n darab sorra és oszlopra, valamint a két atléba 2n-+2-re lenne sziikségiink,
ami azt jelenti, hogy a kért beirds nem megvaldsithaté.

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 3-nal nagyobb primszdmok, akkor p? 4+ 7¢®> — 23 nem
primszam.
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

2. feladat I. megoldasa: Mivel a 3-nél nagyobb primszamok mind 1-et vagy —1-et adnak maradékul
6-tal osztva (mésként oszthatdk lennének 2-vel vagy hdrommal), azért a négyzetik 6-tal osztva mindig
1 maradékot ad. Igy p? + 7¢® 6-0s maradéka 2 lesz, mivel két 1-es maradéki szdm osszegeként all eld.
Ebbdl egy 6-tal osztva 5-0s maradéki szamot, a 23-at kivonva a kiilonbség 6-tal osztva 3 maradékot ad,
ami azt jelenti, hogy 3-mal oszthat6, tovabba biztosan nagyobb, mint 3 (¢ > 5 miatt 7¢? > 175), tehdt
Osszetett.

3. feladat: Az ABC haromszog C cstucséandl derékszog van. A B-bél indulé szogfelezd az AC befogdt
a P, a hdromszog koré irt kort a Q pontban metszi. Mekkordk a haromszog szogei ha BP = 2PQ?
Benedek Ilona (Vic)

3. feladat I. megoldasa: Mivel @ rajta van az AB f61é emelt Thalész-koron, azért az AQB szog
is derékszog. Ez azt jelenti, hogy ha A-t tiikkrozziik a BQ egyenesre, az @) kdzéppontu centralis tiikrozést
jelent, tovdbb4 a tiikorkép (A’) rajta lesz a BC egyenesen, hiszen egy szog egyik szardnak egy pontjat
a szogfelezOre tiikkrozve a tiikorkép a mdsik szaron lesz. Ez azt jelenti, hogy az ABA’ hdromszog AA’
oldalanak felezOpontja a @) pont lesz, tehat BQ a hdromszog silyvonala, tehat P a sulypont. Tovabba
mivel a silyvonal merdleges az AA’ oldalra, azért a hdromszog egyenl8széri, AB = A’ B. Mésrészrdl ha
P a stilypont, akkor a rajta athaladé AC' szakasznak is silyvonalnak kell lennie, ez pedig azt jelenti,
hogy C az A’B oldal felezépontja, mivel pedig C-nél derékszog van, ezért az AA’ és AB oldalak is
egyenlék, tehdt az ABA’ hdromszog szabdlyos, ami azt jelenti, hogy az ABC szog 60°-0s, tovabbd AC
egyben az A’ AB szog felezje is, tehat BACZ = 30°, a haromszog harmadik szoge pedig a C-nél 1évd
derékszog. A haromszog tehat egy 30°-os hegyesszoggel rendelkezd derékszogii haromszog.

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy minden z valés szdmhoz 1étezik olyan y valés szdm, hogy az (z,y)
szdmpar megoldasa az z° +y° — x* — y* + 2%y + zy* — 2 — y + 1 = 0 egyenletnek!
Kiss Sandor (Nyiregyhdza)
4. feladat I. megolddsa: Alakitsuk szorzattd a bal oldalt:

(z+y-1@"+y'-1)=0



Ebbél az alakbdl mér nyilvanvald, hogy minden z-hez létezik megfeleld y, éspedig y = 1 — x, ami minden
x-re valos szdm lesz.

5. feladat: Legyen M a hegyesszogii ABC haromszog AD magassigénak egy bels6 pontja, és legyen

Ay a hdromszog koré irt kor A végpontu atmérdjének masik végpontja. Az A-bdl az A1 M egyenesre

emelt merdleges a BC' egyenest Ag-ban metszi; az M-bSl AC-re, illetve AB-re allitott merdlegesek
talppontjait By, illetve Cy. Bizonyitsuk be, hogy Ay, Bg, Co egy egyenesen vannak.

Andrds Szilard (Csikszereda)

5. feladat I. megoldasa: Jeloljik k-val a hiaromszog koré irt kort! Ennek dtmérdje a feladat
szerint AA,. Ez azt jelenti, hogy a Thalész-tétel miatt az A-bdl A;M-re allitott merdleges k-n van,
hiszen derékszogben latszik beldle az AA, szakasz. Jeloljik ezt a pontot X-szel!

Az AM f{6lé emelt koron az eddigiek szerint rajta van X, tovabba a Thalész-tétel miatt By és Cy
is. Az M DC By négyszog hurnégyszog, mivel van két szemkozti derékszoge. Ez azt jelenti, hogy az
AM By szog megegyezik a mellette fekv§ szoggel, DM By-lal szemben fekvd szog, DC By nagysagaval.
Tovabbd BoMAZ = BogCyAZ, hiszen azonos ivhez tartozd keriileti szogek. Ebb6Sl a két meglatdsbol
DCByZ = ByCyAZ mar kovetkezik. Ez viszont azt jelenti, hogy a BC'ByCy négyszodg hiurnégyszog,
hiszen a BCy By sz6g mellett fekvo szog a BC By szoggel egyezik meg, tehat BCyBy/ + BCBy/ = 180°.
Jeloljiik a négyszog koriilirt korét ko-vel!

A k és ko korok hatvanyvonala az AX egyenes, a k és k1 koroké a BC egyenes. Ay mindketton rajta
van, tehat a k-ra, ki-re és ko-re vonatkozé hatvanyai megegyeznek, tehat rajta van a ki és ko korok
hatvanyvonaldn, amely a ByCy egyenes, igy tehat a hdrom pont egy egyenesen van.

6. feladat: Hatarozzuk meg azt az f fliggvényt, amely
a) minden nemnegativ egészhez nemnegativ egész szdmot rendel hozzd, kiilonb6z6 egészekhez kiilonboz6
egészeket;
b) minden nemnegativ egész n-re kielégiti az

nn+1)2n+1)
6

F20)+ f2(1) +... 4 f2(n) <

egyenlGtlenséget.
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Az egyenlGtlenség jobb oldaldn a természetes szamok 1-t0l n-ig vett
négyzetosszege szerepel, ez adja a sejtést, hogy csak f(n) = n lesz megfelels. Bizonyitsuk ezt teljes
indukciéval!

n = O-ra az 4llitds 0 < f(0) < 0 miatt, amib&l f(0) = 0 kovetkezik, nyilvdn igaz. Tegyiik fel, hogy
igaz az &llitas egy nemnegativ negész szamig. Ekkor a feladatban megadott egyenlGtlenség:

(n+1)(n+2)(2n +3)

F2O0)+ A1) + ...+ fA(n) + fA(n+1) < G

A bal oldal helyett az indukcids feltevés helyett beirhatjuk 1-t6l n-ig az egész szdmok négyzetOsszegét:

nn+1)2n+1)
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(n+1)(n+2)(2n+3)
6

+ A n+1) <
Amely atrendezve

Pnt1) < (n+1)(n—;2)(2n+3) ~ n(n+ 1)6(2n+1) —(n+1)?

viszont f(n + 1) csak n + 1 lehet, mivel a t&bbi lehetséges értéket mas helyen veszi fol a fliggvény
(1, 2,...,n-ben), ezzel tehat az indukcids 1épést végrehajtottuk, és a megoldds teljes.



