III. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Ungvar, 1994. dpr. 15-19.

12. osztaly

1. feladat: Igazoljuk, hogy ha z és x5 az 22 — 1994z + 1 masodfokii polinom gydkei, akkor minden
n > 0 egész szamra x] + x4 pozitiv egész szam!
Szabé Magda (Szabadka)

1. feladat I. megoldasa: Alkalmazzunk teljes indukciot, mutassuk meg, hogy barmely n-re x?“ +
ep Tt > a4 xl bs a + ab € Ntz + 2o = 1994 (a Viete-formula alapjén). Tegyiik fel most,
hogy az allitds igaz egy m pozitiv egész szamig. Szorozzuk meg az z? — 1994r; + 1 = 0 egyenletet
a2 tgyel, x3 — 199425 + 1 = 0-t pedig 25~ '-gyel! Kapjuk, hogy a7t + 277! = 199427, tovébba

:E;H + $§71 = 19942%. Ha 6sszeadjuk a megfelel6 oldalakat és dtrendeziink, azt kapjuk, hogy
et ot =1994(af + af) — (a7 +ap )

Ez pedig azt jelenti, hogy n 4 1-re is igaz az éllitds, mivel tudjuk, hogy z7 +x% > &7~ + 231 és pozitiv
egészek, ami azt jelenti, hogy x?“ + Z'S—H > af + xf és pozitiv egész szam, ez pedig azt azt jelenti,
hogy igaz a feladat allitasa.

2. feladat: Tekintsiik azon y = 22 +pr-+q egyenletii paraboldk halmazat, amelyek a koordindtatengelyeket
hérom kiillénb6z6 pontban metszik. Bizonyitsuk be, hogy e pontharmasokon athaladé kérvonalaknak van
kozo6s pontja.

Gecse Frigyes (Ungvdr)

2. feladat I. megoldasa: Keressiik meg a kor egyenletét a p, ¢ paraméterekkel! A harom metszéspont:
M;(0; q), a méasik két metszéspont pedig Ma(x1;0) és Ms(xo;0), ahol 21 és x5 a polinom gydkei. Legyen
a kor egyenlete 22 + y? + ax + by + ¢ = 0, ez teljesiill My-re és M3-ra is, tehdt 22 + axy +c = 0 és
13+ ary+c = 0, ez azt jelenti, hogy kivonva egymasbél a megfelels oldalakat 27 — 23 = a(xe — 1), tehdt
a = —(z1 + x3) = —p, ezt figyelembe véve 23 — (z1 + x2)x1 + ¢ = 0, amibdl &trendezve ¢ = z129 = ¢
adédik. Mivel a kor atmegy Mi-en, azért (behelyettesitve My koordinatdit és c értékét) g% +bqg+q = 0,
ezt atrendezve b= —1 — q.

Minden ilyen egyenletii egyenes pedig dtmegy a (0; 1) ponton, mivel 1+(—1—q)+q = 1—(1+¢q)+q = 0.

3. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c¢ > 1, vagy 0 < a, b, ¢ < 1 valds szamok, akkor
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Szabé Magda (Szabadka)

3. feladat I. megoldasa: A feltételek miatt log, a, log.b és log, ¢ mind pozitiv szdmok. Alka-
Imazhatjuk tehat a szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenséget 3 valtozora:
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A szamtani és mértani kozép kozti egyenlStlenség masik alkalmazasaval kapjuk, hogy

2(a+3b+0) _ (a—i—b)—l—(b—;-c)—i—(a-i-c) > Y (a+b)(b+c)(a+c)

Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy B +b)(l2)+ ) > = fl; . » ezt egybevetve az elobb kapott egyenlétlenséggel
a c)la-+c
pedig éppen a feladat allitdsat kapjuk.

4. feladat: Szamoljuk ki (zsebszdmolégép és fiiggvénytablizat haszndlata nélkil) a kovetkezd
szorzat értékét:

2 = sin5° - sin 15° - sin 25° - sin 35° - sin 45° - sin 55° - sin 65° - sin 75° - sin 85°.
Kantor Sandorné (Debrecen,)

4. feladat I. megoldasa: ”Egészitsiik ki” a szorzatot! Jeloljik y-nal a sin5° - sin10°sin15° - ... -
sin 80° - sin 85° kifejezés értékét! A hegyesszogek kozott ismert sin a = cos(90° — a) egyenléség miatt

y = (sin5° cos 5°)(sin 10° cos 10°) - ... - (sin40° - cos40°) - sin 45°.
Tudjuk, hogy sin 2ac = 2sin v cos . Ezt felhaszndlva a kifejezés (y értékére) a kovetkezd alakba irhaté

2 1
y= g 38 -sin5° - sin 10° - sin 20° . .. - sin 80°

Jeloljiik a megkeresendé értéket z-szel, ez azt jelenti, hogy

2 1 2
Ty = g-2—8~sin5°-10°-...-sin85° = 2£9y
Ezt atrendezve pedig azt kapjuk, hogy = = g = 5% Ezzel a feladatot megoldottuk.

5. feladat: Hatarozzuk meg, hogy azok koziil a tetraéderek koziil, amelyeknek harom, egy csticsboél
indulé éle paronként meroleges egymasra és 6sszes élének hosszat osszeadva egy h allandé értéket kapunk,
melyiknek a térfogata maximalis és mennyi ez a térfogat!

Kantor Sindorné (Debrecen)

5. feladat I. megolddsa: Jeldljiik a feladatban emlitett csiicsbdl kiindulé éleket a, b, c-vel! Ekkor

h=a+b+c+ a2+ + 02+ + 2+ a2,

hiszen a t6bbi élt a Pitagorasz-tétel segitségével kiszamolhatjuk. A szdmtani és mértani kozép kozti
egyenlGtlenségbol adédnak a kovetkezd Osszefliggések:

a+b+ec
3

Ebbdl az kovetkezik, hogy

h 2 V/abe + v2ab + v/2be + v/2ca = 3Vabe + V2 (Vab + Vbe + vea)

> Vabe, a® 4+ b > 2ab, b2 + ¢ > 2be, 2+ a® > 2ca

Mivel pedig szintén a szamtani és mértani kozép kozti egyenlGtlenség miatt w > v/abc, azért
h > 3(1 + v/2)Vabc is igaz lesz, egyenléség az Osszes esetben a = b = ¢ esetén 4ll fonn. Tehét a térfogat

abe — = ot d . h _ 5vV2-733
(22¢) a = b = ¢ esetén lesz maximélis, és értéke CPOIVIE = 162 h3.
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6. feladat: Igazoljuk, hogy ha n > 0 egész szam, akkor
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a természetes logaritmus alapszamal
Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megolddsa: A feladatban szerepl§ els6 egyenlétlenség mindkét oldal természetes alapi

logaritmusat véve ekvivalens az 1 — ﬁ <2 nln (1 + %) egyenlGtlenséggel. Legyen most egy tetszoleges
0<z<1 ég(r)=Inl+2z) -2+ %. A fiiggvény derivéltja H% — 142 > 0, tehat a fiiggvény
szigorian monoton novekszik. Ebbdl kdvetkezéen g(x) > ¢(0) = 0, tehdt

1 1 1 1
ng|—|=n{h{(l+—-)—-|-—--—= >0,
n n n  2n?
ami viszont éppen a bizonyitandé egyenlétlenség els6 felét jelenti.
5 ;
Maésfelél legyen most h(z) = — 2% — % —In(1+x) > 0. A fiiggvény derivaltja 1 —z + 2% — ﬁ =
3
17z > 0, tehdt ez a fiiggvény is szigortian monoton névekvd. Ugyanolyan médon, mint az imént, ebbdl
igazolhatd az egyenlotlenség masik oldala is.



