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11. osztaly

1. feladat: Igazoljuk, hogy ha egy szamtani sorozat elemei pozitiv egész szamok és van az elemek
kozott négyzetszam, akkor végtelen sok négyzetszam is van a sorozat elemei kozott.
Szabé Magda (Szabadka)

1. feladat I. megoldasa: Ha van a sorozatnak egy négyzetszdm eleme (n?), akkor (n+d)? is eleme
lesz a sorozatnak, hiszen (n+d)? = n? + (d +2)d. Ez viszont azt jelenti, hogy van még egy négyzetszam
eleme a sorozatnak, amelyhez hasonlé médon taldlhaté egy még néla is nagyobb, és igy tovabb, lathatd,
hogy a sorozatban valéban végtelen sok négyzetszam lesz taldlhaté.

2. feladat: Legyenek a, b, ¢ olyan valés szamok, amelyekre a+b+c =1 és a,b,c > —0,25. Igazoljuk,
hogy

Via+1+V4Ab+ 1+ Ve +1 < V21.

Neubauer Ferenc (Munkdcs)

2. feladat I. megoldasa: Haszndljuk fel a szdmtani és négyzetes kozepek kozti egyenlStlenséget!

da+14+4b+1+4c+1
3

\/4a+1+\/4b+1+\/4c+1§3-\/

A jobb oldalon a gydkjel alatt pontosan % fog allni, hiszen a 4+ b+ ¢ = 1, ha a 3-at bevissziik a gyokjel
ala, azt kapjuk, hogy

7
\/4a+1+\/4b+1+\/4c+1<3-\/;:\/ﬁ

és éppen ezt akartuk bizonyitani.

3. feladat: Mutassuk meg, hogy az

3k+4
= =—k=12...1
S {xe@‘x 2 ,2, 00}

halmaznak mind a 100 eleme kiilénb6z6! Rendezziik 6ket nagysag szerint sorrendbel!
Szabé Magda (Szabadka)
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3. feladat I. megoldasa: Alakitsuk at a tortek alakjat! 2555 = £ + =25 Ebbdl az alakbdl latszik,
hogy k novelésével a tortek értéke szigorian csokken, tehat valoban nem lehet koztiikk két egyenlo, a
nagysag szerinti rendezés pedig megegyezik a k szerint forditott rendezéssel (névekvé rendezéshez k

szerint cs6kkend, csokken6héz k szerint névekvé rendezés sziikséges).

4. feladat: Az ABC haromszog oldalaira az AC? + BC? = 2AB? &sszefiiggés 4ll fenn. Hatdrozzuk
meg a haromszog sikjaban azoknak a P pontoknak a halmazét, amelyekre PA% + PB? = 2PC? teljesiil.
Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat I. megoldasa: Helyezziik el a hdaromszoget egy olyan koordinatarendszerben, amelynek x
tengelye az AB egyenes, origdja AB felezépontja. Ekkor a csticspontok koordindtai a kovetkezdék lesznek:



A(a;0), B(—a;0), C(c1;c2), ahol ¢1 és co egyelbre kozelebbrél meg nem hatdrozott valés szamok. A
feladat feltétele a P(z;y) pontra

(z—a)’+y*+@+a)’+y*=2(z—a)’+ (y— )?)

A miiveleteket elvégezve és dtrendezve az egyenlStlenséget azt kapjuk:

1
S(cf+c —a®)

azr+cy = 9

Az ABC haromszogre a feladat a kovetkezot dllitja:
(c1 —a)? +c2+ (c1 +a)? + 3 = 2(2a)?

Atrendezve e + ¢ = 3a®. Ezt az elébb kapott egyenletbe behelyettesitve c1z + coy = a®. Ez egy

egyenes, melynek minden pontja megfelel a feladat feltételeinek (mésok pedig a gondolatmenet szerint

biztosan nem), {gy ez lesz a keresett mértani hely. Az egyenlet alaposabb vizsgalataval 1dthatd, hogy az

egyenes atmegy a hdromszog silypontjan (a sulypont koordindtdira érvényes az egyenléség), tovabba,

hogy merdleges a stulyvonalra, hisz meredeksége f%, mig az origdbdl kiinduls, a C(e1; c2)-n dthaladd
ca

stlyvonalé¢ 22. Ezzel pedig az egyenes geometriai értelemben is teljesen meg van hatarozva, a mértani

helyet megkaptuk, a feladatot megoldottuk.

5. feladat: Igazoljuk, hogy 2'9%4-nek van olyan tobbszordse, amelynek tizes szamrendszerbeli alakja
csak az l-es és 2-es szamjegyeket tartalmazzal
Katz Sdndor (Bonyhdd)

5. feladat I. megoldasa: Teljes indukciéval beldtjuk, hogy 2"-nek mindig van olyan n-jegyt
tObbszorose, amely csak 1-esekbdl és 2-esekbdl all. n = 1-re, 2-re, 3-ra igaz az allitds, a megfelelo
t6bbszordsok 2, 12 és 112 lehetnek példdul. Most pedig hajtsuk végre az indukcids 1épést!

Ha 27t A, akkor A, 11 = 2-10" + A,, megfeleld lesz, hiszen 27+1(2-107, és igy 2" 1| A, 1, tovabba
nyilvanvalé, hogy A, 41 is csak az 1-es és 2-es szamjegyeket tartalmazza, és n + 1-jegyli, ami azt jelenti,
hogy az indukcids 1épés ebben az esetben végrehajthaté.

Ha 271 [A,, akkor A, maradéka 2"*!-gyel osztva csak 2" lehet, mivel A, oszthaté 27-nel, tehat
a maradéka is, ilyen maradék pedig a 0-n kiviil csak a 2™ van. Ez azt jelenti, hogy 10™ + A,,. megfelel§
lesz A, 41-nek, hiszen n + 1-jegy(i, csak 1-es vagy 2-es szamjegyei vannak, és mivel a jobb oldal mindkét
tagjanak 27 a 2"*'-es maradéka, azért Gsszegiik oszthaté 27 1-gyel.

6. feladat: A sik 6 kiilonb6z6 pontjaban olyan fényszérok vannak elhelyezve, amelyeknek fénynyalédbjai
60°-o0s szoget alkotnak. El lehet-e forgatni a fényszérékat gy, hogy bevilagitsdk az egész sikot?
Gecse Frigyes (Unguvdr)

6. feladat I. megolddsa: A hat fényszérd legfeljebb 15 egyenest hatdroz meg. Vegyiink egy olyan
eo egyenest, amely egyikiikkel sem parhuzamos, és valamennyi fényszér6 az egyik partjara esik. Kezdjiik
el ezt az egyenest dnmagdval parhuzamosan eltolni, amig 3-3 fényszoré nem lesz mindkét partjan. Ez
egyszer biztosan megtorténik, hiszen egyszerre mindig csak egy pont keriilhet at az egyik partrdl a
madsikra (ha kettd keriilne at egyszerre, akkor eg parhuzamos lett volna az dltaluk meghatdrozott egye-
nessel). Jeloljik a kapott egyenest e-vell Az altaldnossidg megszoritdsa nélkil feltehetjik, hogy az e
egyenes egyik partjin a hdrom fényszéré (A;, As, As) e-re vett merdleges vetiiletei ebben a sorrendben
kovetik egymadst (konnyen kereshetiink olyan e egyenest is, hogy ezek a vetiiletek ne essenek egybe,
csak az kell, hogy eg ne legyen meréleges a fényszoérdk dltal meghatdrozott egyenesekre). Ekkor hizzunk
egy t1 egyenest Aj-en, és egy to-t Ao-n keresztiil gy, hogy azok e-vel 60°-0s szoget zarjanak be. Ha
a két fényszordt ugy forgatjuk el, hogy hogy a fénynyalab egyik széra az egyenesekre essen, a mésik
pedig parhuzamos legyen e-vel (a t1 és to altal meghatédrozott szog, ¢ belseje felé mutasson), akkor az
e masik partjan 1évo félsikbdl csak a ¢ szogbe eso teriilet marad sotét. Ez viszont bevilagithaté As-vel,
ha dgy forgatjuk el, hogy a fénynyalab szarai parhuzamosak legyenek t1-gyel és to-vel. Ha A5 nem esik



a t1 és to altal meghatarozott azon szégtartomanyba, amelybe Ay és As, akkor valamelyik egyeneshez
képest ellenkezd oldalon van, mint az a fénynyaldb, amelyet az egyenesen fekvd fényszoré kibocesdt (ne
engedjik meg, hogy rdessen az egyenesre, az e egyenest nyilvan olyanra is valaszthatjuk, hogy ne zarjon
be 60°-o0s szoget semelyik két fényszord egyenesével. Legyen ez a fényszoré az egyszeriiség kedvéért As!
Ekkor toljuk el a to-t 6nmagéval parhuzamosan gy, hogy atmenjen As-n! A kapott egyenes ugyanigy
60°-o0s szoget fog bezdrni t1-gyel, azonban A3 mar a két egyenes altal meghatdrozott szogtartoméanyba
fog esni, tehat A3-bdl bevilagithato a két kapott egyenes altal kijelolt szogtartomaény.

Ez azt jelenti, hogy a harom fényszoréval mindig bevilagithaté az e egyenes masik partjan fekvd
félsik, a masik 3-mal pedig nyilvan az e egyenes ezen partja, tehat a 6 fényszérdval be tudjuk vildgitani
az egész sikot.




