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10. osztaly

1. feladat: Hatarozzuk meg azokat a tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szamokat, amelyek
egyenldk szamjegyeik Osszegének négyzetévell
Arokszdlldsi Tibor (Paks)

1. feladat I. megoldasa: Nézziik meg, hogy vannak-e ilyen 1, 2, 3, illetve 4-jegyli szamok.

Az egyjegyil szamok kozott ez a? = a-t jelenti, ami a = 1 esetén teljesiil. A kétjegy(i szamok kozott
10a + b = (a + b)?, atrendezve 9a = (a + b)(a + b — 1). A jobb oldal két tényezdje relativ prim, ez azt
jelenti, hogy az egyikiik oszthat6 9-cel. Csak a + b = 9 lehetséges, mert a tobbi esetben (a + b = 18,
a+b=10, a+b=19) a szorzat mér nagyobb lenne 81-nél. Ha a +b = 9, akkor a = 8, ebbdl kivetkezik,
hogy a szam 81 lesz, ez valéban j6 is.

Haromjegyti szdmok kozott 100a + 10b+ ¢ = (a +b+c)?, azaz 9(11la+b) = (a+b+c)(a+b+c—1)
Ugyanigy a jobb oldal valamelyik tényezdje oszthato 9-cel, és némi szamolas utan adédik, hogy nem lesz
megoldas.

A négyjegyli szamok kozt minden szam nagyobb, mint szdmjegyei Osszegének a négyzete, ugya-
nis az utébbi maximuma (4 - 9)? = 1296, tehdt ha lenne ilyen szdm, az 1-essel kezdédne, de ekkor a
szamjegyosszeg maximuma mar csak 28, aminek a négyzete kisebb 1000-nél, tehat nem lehet a feladat
feltételeinek megfelel6 szam.

Ha a szamjegyek szdma nagyobb, mint négy, akkor mér biztosan nem talalhatunk megfelel6 szamot,
hiszen 81n?, ami a szdmjegyosszeg maximuma, ekkor mar kisebb lesz, mint 10"~ !, a lehetd legkisebb n-
jegyl szam. Ez az &llitas teljes indukciéval beldthato, n = 5-re igaz, tovabba n-rél n + 1-re atléphetiink,
hiszen

81(n +1)% = 81n® + 162n + 81 < 81n? 4 300n <
< 10"t 49-10" = 10"

Tehat 5-nél tobb jegyl szdmokra nem lehet megfelel6 szamot taldlni, ennél kisebbekre viszont csak
kettd van: 1 és 81, tehét ez lesz az Osszes megoldés.

2. feladat: Legyenek a,b, c pozitiv valés szamok, amelyekre abc = 1. Hatarozzuk meg az M =
(14+a)(1+b)(1+ ¢) kifejezés minimumat!
Szabé Magda (Szabadka)

2. feladat I. megoldasa: Hasznaljuk fel, hogy abc = 1, és alakitsuk at a kifejezést:

Y (1+a)(1a4b—cb)(1+c) _ (”i) (“11)) (”i)

Ebbdl kovetkezik, hogy
1 1 1

<2+a+1) (2+b+1> (2+c+1>
a b c

Ebben az alakban viszont minden tényez6 legaldbb 4, hiszen koézismert, hogy egy szamnak és re-
ciprokanak Osszege mindig legalabb 2. Igy a kifejezés négyzete legalabb 64-gyel lesz egyenld, egyenléség
akkor all fenn, ha a = b = ¢ = 1. Ez azt jelenti, hogy M minimuma 8 lesz, és ezt az értéket fol is veszi.
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3. feladat: Egy n lakosu varosban klubokat szerveznek gy, hogy barmely két klubnak legyen, és
barmely harom klubnak mar ne legyen kozos tagja. Legfeljebb hény klubot lehet igy szervezni?
Rdéka Sdndor (Nyiregyhdza)

3. feladat I. megoldasa: Egy lakos legfeljebb két klubhoz tartozhat, és barmely két klubnak van
kozos tagja, igy a klubok szamét k-val, a lakosokét n-nel jelolve, (g) < n, ezt kifejtve és atrendezve
k% — k — 2n < 0. Az egyenlétlenséget megoldva k < 1=vintl V28”+17 és ennek a szamnak az egészrészét el is
tudja érni, feltéve, hogy minden lakos pontosan két klubhoz tartozik, ekkor éppen (g) lakos lesz, ami
azt jelenti, hogy az egyenl6tlenségekbe mindenhové egyenlGtlenséget irhatunk. Az igy kapott n-ek koziil
vessziik azt, amely a leheto legkozelebb van alulrdl a sziikséges n-hez, és a maradék néhany embernek
nem lesz klubja, de ez elkeriilhetetlen, hiszen k + 1 klubot mér nem lehet megszervezni, ugyanis ("}
mar nagyobb lesz, mint n.

Altalanosségban az "idedlis” kitoltésnél n = kz; k és ha valamely n-re van egy olyan k, hogy
k? —k k+1)2—k—-1 k*
<n< (k+1)*—k—-1 K+ k’
2 2 2

akkor egy n lakosd varosban k klubot lehet szervezni, ez a masodfoku egyenlétlenségben azt jelenti,

hogy k a lehet6 legnagyobb olyan szam, amely azt még kielégiti, tehat a legnagyobb olyan szam, amely

14++/8n+1
2

nem nagyobb -nél, vagyis ennek a szamnak az egészrésze.

4. feladat: Az ABC derékszogli hdromszdgben meghtuztuk az AB atfogéhoz tartozé magassigot,
ennek talppontja D. A C' csticsbdl indulé szogfelezd az dtfogdt E-ben metszi. A BDC szog felezbje C B-t
M-ben, az ADC' sz6g felezéje AC-t N-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy a CN EM négyszog négyzet!

Benedek Ilona (Vic)

4. feladat I. megolddsa: Az FCM és EDM szogek is egy derékszog feleként allnak eld, tehat
mindketté 45°-0s. Ebbdl az kovetkezik, hogy a CM ED négyszog hurnégyszog, hiszen a C' és D pontok
is rajta vannak az M E szakasz folé emelt 45°-0s latékoriven. A CN DM négyszog hirnégyszog, mivel
van két egymassal szemkozti derékszoge. Ez viszont azt jelenti, hogy az N pont is rajta van a C, D,
M pontok altal meghatdrozott kéron, amelyen mar tudjuk, hogy rajta van F is. A C'D szakasz a kor
atmérdje lesz, mivel derékszogben latszik pl. a D pontbdl. Ez viszont azt jelenti, hogy derékszogben
latszik az N és M pontokbdl is, amibdl arra kovetkeztethetiink, hogy a CM EN négyszog téglalap. fgy
azonban mar tudjuk, hogy nemcsak az M CE, hanem az M EC szog is 45°-os, tehat a C'M E haromszog
egyenl6szard, ez pedig azt jelenti, hogy CM = CFE, igy a CMEN téglalap négyzet lesz, és ezt kellett
beldtnunk.

5. feladat: Igazoljuk, hogy ha n és k pozitiv egész szamok, akkor
@2n)! + (2k)! > 2(n + k)! és

Cn+ 1)+ 2k+1)!>2(n+k+1)!, ahol
ml=1-2-3-...-m.

Bencze Mihdly (Brassd)

5. feladat I. megoldasa: Lathatd, hogy n = k esetén az egyenlétlenségek teljesiilnek, hisz mindkét
oldalon formalisan is ugyanaz a kifejezés all. Elegendé tehdt csak azzal az esettel foglalkoznunk, ha a két
valtozd nem egyezik meg egymédssal. Ekkor az altalanossdg megszoritasa nélkiil foltehetjik, hogy n < k,
hiszen mindkét egyenlGtlenség n-re és k-ra szimmetrikus. Jeloljik ekkor a k — n pozitiv egész szamot
p-vel!



Hasznaljuk fel a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget!

(2n)! + (2k)! = (2n)! + (2n + 2p)! > 24/(2n)!(2n + 2p)! = 2(2n)!'\/(2n + 1) - ... - (2n + 2p) =

=22n)\/(2n+1)-...- 2n+p)2n+p+1)-...- (2n+2p) >

>20@2n)/(@2n+1)2- ... (2n+p)2 =22n +p)! =2(n +k)!
Ezzel belattuk az elsé egyenlotlenséget. A masodik hasonld elven bizonyithatd be:

Cn+ 1)+ @2k+1)! = 2n+1)+2n+2p+1) >

>2y/@n+D)!2n+2p+ D) =22n+1)/2n+2-...-2n+2p+ 1) =

=22n+1)/@2n+2) ... 2n+p+1)2n+p+2)-...-2n+2p+1)

A gyokjel alatt az utolsé p darab tényez6 helyett vehetiink p-vel kisebbeket is, a kapott kifejezés nem
lesz nagyobb, mint a fenti (egyenléség p = 0 esetén), tehdt a kifejezés nem nagyobb, mint

22n+ D)V (@2n+2)2- .. 2n+p+1)2=22n+p+ 1) =2(n+k+1)!

Ezzel belattuk a masodik allitast is, egyenléség pedig csak akkor lehet (és van is), ha p = 0, tehat n = k.

6. feladat: Az ABCDEF hatszog koré kor irhaté. Igazoljuk, hogy az AD, BE és C'F 4tlok akkor
és csak akkor metszik egymdst egy O pontban (a kor belsejében), ha

AB-CD-EF =BC-DE-FA.
Kadrteszi Ferenc (Budapest)

6. feladat I. megoldasa: Amennyiben létezik az O pont, akkor az ABO és EDO haromszogek
hasonldk, mert van két egyenld szogiik (az O-ndl 16v6 csicsszogek, illetve az E-nél és A-nél 1évé szogek,
hiszen mindkét cstcs ugyanarra a BD {vre esik). Ugyanilyen okok miatt hasonlék a C DO, AOF, BCO
és EFO haromszogek is. A megfelel6 oldalak ardnyét felirva:

AB _ 40 CD _CO EF _EO
ED EO’ AF A0’ CB CO
Ha az egyenletek megfelel6 oldalait Osszeszorozzuk, azt kapjuk, hogy

AB-CD-EF AO-CO-EO _
ED-AF-CB EO-AO-CO

L,

ami a kivant egyenlGtlenség.

Tegyiik fel most, hogy a CO egyenes egy F’ pontban metszi a kort. Megmutatjuk, hogy ez csak az
F pont lehet. Mivel az F pontra a feladat szerint érvényes az egyenléség, az F’ pontra pedig az iménti
fejtegetésiink szerint, ezért a szorzatokbdl az egyenld tagokat elhagyva azt kapjuk: FA-EF' = EF-F'A,
atosztva a megfeleld tényezdkkel (nyilvédn egyik sem 0) g—? = g;ﬁ Mivel pedig az AFFE és AF'E
ugyanazon iven fekvé latdszogek, igy megegyeznek, tehdt az AEF és AEF' hiromszogek hasonldk
lesznek egymadshoz, mivel az AE oldaluk megegyezik, ezért egybevagdk is, tehdt F’ legfoljebb csak F-
nek az AFE felezd merdlegesére vonatkozé tiikkorképe lehetne, akkor viszont az oldalak kozott kapott
aranyossag nem allna fenn (kivéve, ha a felezd mer6leges dtmegy F-en, de akkor mindegy, hogy rdla,
vagy a tlikorképérél beszéliink-e). Tehdt F’ nem lehet mds, mint F, ami azt jelenti, hogy a feladat
allitdsat belattuk.




