II. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Vac, 1993. dapr. 4-7.

12. osztaly

1. feladat: Mely n értékre igaz a kovetkezd &llitas: Barmely n oldald, 6nmagit nem metsz6
sokszognek van olyan bels6 pontja, amelybél keriiletének minden pontja latszik. (Ha A a sokszog
keriiletének egy pontja, P pedig a sokszog belsé pontja, az A pont akkor latszik P-bdl, ha az AP
szakasz minden pontja, az A pont kivételével, a sokszog belsejében van.)

Bogddn Zoltin (Cegléd)

1. feladat I. megoldasa: Konvex sokszogre az allitas nyilvanvaléan igaz, és altalaban is, pontosan
akkor van megfeleld P bels6 pont, ha a sokszog feloszthaté (akir egymdst dtfedden) olyan konvex
sokszogekre, amelyeknek van kozos része, ebben helyezkedik el a pont, ahonnan igy minden konvex
sokszog kertiletét, tehat az eredeti sokszog kertiletét is latni. n = 3 esetén az 4allitas nyilvanvaldéan igaz.
n = 4-re, ha nem konvex a négyszog, akkor a konkav szog szérait meghosszabbitva megfeleld felosztashoz
jutunk. n = 5 esetén hasonléképp a (szitkségképpen egyetlen) konkédv szog szdrai megfeleld felosztést
szolgaltatnak. n = 6 esetén azonban mar viszonylag konnyen talalhaté olyan sokszog, amely nem felel
meg a feltételeknek, egy ilyen lathaté az dbran.

2. feladat: A K kocka élhossza 6 egység. Vigjuk szét a K kockdt 216 egységkockara. Hény olyan
kocka létezik K-ban, amelyet az egységkockdk toltenek ki? (Két kockat kiilonbozének tekintiink, ha K-n
beliil kiilénbo6zé helyet foglalnak el.)

Délvidék ()

2. feladat I. megoldasa: Helyezziik el a kockat egy koordindtarendszerben, legyen az egyik csics
az origd, az oldalélek a tengelyek, és adjunk az egységkockdknak a szokdsos médon egész koordinatdkat,
gy példaul az origénak kijelolt csics mellett fog elhelyezkedni a (0,0, 0) koordinataju kocka, és az innen
kiindulé testatlé mésik végpontjdnal lesz a (6, 6, 6) koordindtdjd. Tekintsiik minden kérdéses kockabdl azt
az egységkockdt, amely koordindtdinak Gsszege minimaélis (ez lesz az origéhoz legkozelebbi egységkocka)!
Ennek a helyzete a mérettel egyliitt egyértelmiien meghatdrozza az egységkockakbodl felépitett kockat.
Amiatt, hogy ez ne logjon ki K-bdl, az emlitett egységkockdnk minden egyes méretre egy kockaban
mozoghat, amelynek oldaléle 6 — k + 1, ha a k oldaléli kockdkat szeretnénk Osszeszamolni. Ezen belil
minden egyes poziciéhoz tartozik egy k oldalélii kocka, amelyekbdl igy (6 — k + 1) darab lesz, ezeket a
szamokat kell 0sszegezni k-ra 1-t6l 6-ig, tehat a kobszamokat 1-t6l 6-ig, ami 441 lesz, tehdt ennyi kockat
kaphatunk K-n beliil.

sin a—sin 8

S = Kifejezés maximumat és minimumaét, ha o és § tetszoleges
l1—sinasin 3 ’

3. feladat: Hatarozzuk meg a
valds szogmérték.
Mészdros Jozsef (Galdnta)

3. feladat I. megolddsa: A szinuszfiiggvény értékkészlete [—1;1], tehdt sina + 1 nem negativ,
sin # — 1 nem pozitiv lesz. Ebbdl kovetkezen

(sina—1)(sing+ 1) <0.

Ezt atrendezve kapjuk:
1—sinfB > sina — sin g.

Mivel « és § szabadon valaszthatdk, vizsgaljuk azt az esetet, mikor 1 — sin asin 8 nem 0, egyébként az

eredeti tort sem értelmezett. . .
sina — sin 3

—2>1

1—sinasinf —



Hasonléképpen (sina+1) > 0 és (—sin 8 + 1) > 0, tehat
(sina + 1)(—sinB+1) >0,

ebbdl a fentihez hasonlé médon ) )
sina — sin G

1—sinasinfg —

s

adédik, 1 és —1 lesz tehdt a maximum és a minimum, hiszen 8 = 0, a = 7 valasztéssal a tort értéke 1,

B =%, a=0 vélasztdssal pedig —1, tehdt mindkét értéket folveszi.

4. feladat: Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a kovetkez6 egyenletet:
(2% + 32z —4)3 + (22 — 52 +3)% = (32 — 22 — 1)%.
Mészdros Jozsef (Galanta)

4. feladat I. megoldasa: Vegylik észre, hogy a bal oldalon kébre emelt két kifejezés Gsszege a jobb
oldali hatvanyozas alapja, ezért ha a kifejezéseket rendre a, b, ¢ betiikkel jeloljiik, akkor az egyenlet

a3+b3:(a+b)3

alaki, a kobosszegre vonatkozé ismert Osszefiiggés felhasznaldsaval azt jelenti, hogy 3(a?b + ab?) = 0,
tehét ab(a+0b) = 0. Ez azt jelenti, hogy vagy a = 0, vagy b = 0, vagy pedig a+b = ¢ = 0. Ez azt jelenti,
hogy a megoldést az 22 + 3z — 4, a 222 — 5z + 3 és a 3z — 2z — 1 mésodfoki polinomok gyodkei fogjak
szo}géltatni, amelyek konnyen szamolhatok: az 1 mindegyiknek gyoke, a tovabbi gyokok pedig —4, —%

es 3-

5. feladat: Hatdrozzuk meg azt a valds egyiitthatés P(x) polinomot, amely eleget tesz a kovetkezo
két feltételnek:
a) tP(z) = (z—3)P(z+1) VxeR b) P(4) = —12.

Szabé Magda (Szabadka)

5. feladat I. megolddsa: Nézziik meg el6szor, mit mond a feltétel x = 3-ral 3P(z) = 0-(—12). Ez
azt jelenti, hogy P(3) = 0. Ugyanigy beldathatd, hogy P(2) = P(1) =0 is igaz lesz. Igy P(z)-nek 1, 2 és
3 gyokei, vagyis a gyoktényezok kiemelhetck:

P(z) = (z - 1)(z - 2)(z - 3)Q(x)
Ha viszont ezt behelyettesitjiik az a) jelli egyenletbe, dtrendezve azt kapjuk, hogy
z(x—1)(x—=2)(z-3)[Q(z) —Qx+1)]=0

barmely valds a-re. A [Q(z) — Q(x + 1)] kifejezés értéke tehdt azonosan 0, ami azt jelenti, hogy a Q
fiiggvény konstans, jeloljiik ezt a konstans értéket a-val! Ismerjiik P(4) értékét, behelyettesitve a kapott
kifejezésbe:

PA4)=1-2-3-a=—12

, amibél lathatéan a = —2 adddik, azt kaptuk tehdt eredményiil, hogy a P(z) polinom alakja

—2(x —1)(z — 2)(z — 3)

6. feladat: Igazoljuk, hogy ha

a; €RT i=1,2,...,n(n e Nt) é keN"\ {1},



akkor

Vair +as+ ... +ap,+ Vag +az+ ... +a, + {“/an_lJranJr,’“/anZ {‘/a1+2ka2+...+nkan.

Bencze Mihdly (Brassd)

6. feladat I. megoldasa: Oldjuk meg a feladatot a fels6bb matematikaban jol ismert Minkowski-
egyenlétlenséggel!

Xn: \ i(%)’“ = i (Zn:“fa>

i=1 \ j+1 j=1 \i=1

Vélasszuk most z; j-t {/a;-nek, ha i > j és 0-nak, ha i < j. Ekkor éppen a kivént egyenlStlenséget
kapjuk.



