II. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny
Vac, 1993. dapr. 4-7.

10. osztaly

1. feladat: Az ABCD négyzet CD oldalara, a négyzet kiilsé tartoméanyaban, megszerkesztjiik az
M-ben derékszogli DC'M haromszoget. Bizonyitsuk be, hogy a DMCZ szogfelezéje a négyzetet két
egybevagd részre osztja.

Mészdros Jozsef (Galdnta)

1. feladat I. megoldasa: Ha a négyzet egyik oldalara kort emeliink, az dtmegy a négyzet
koézéppontjan. Ugyanezen a CD atmérGji koron lesz az M csics is Thalész tétele miatt. A DO és
OC hurok egyenlok, igy egyenlék a hozzajuk tartozd {vek, tehdt az azokhoz tartozé szogek is: CMO és
OMD. Ez viszont azt jelenti, hogy az OM egyenes a CM D szog felezbje, amely igy atmegy a négyzet
kozéppontjan, tehat felezi annak teriiletét.

2. feladat: Bizonyitsuk be, hogy a
93n? —4dn +5

maéasodfoku polinom nem irhato fel két raciondlis egytitthatéju elséfoku polinom négyzeteinek kiilonbségeként.
Mészdros Jozsef (Galdnta)

2. feladat I. megolddsa: A bizonyitds indirekt: tegyiik fel, hogy van két ilyen polinom, legyenek
ezek an + b és cn + d. Ekkor az eredeti polinomunk felirhaté négyzeteik kiilonbségeként, azaz

93n% —4n 45 = (an + b)? — (cn + d)?
Ezt az ismert azonossag szerint atalakitva kapjuk, hogy
93n% —dn+5=[(a—c)n+b—d-[(a+c)n+b+d]

Ekkor, mivel a jobb oldali tényezdk elséfokiiak, biztosan van gyokiik, tehdt a bal oldalnak is lenne, mivel
azonban a diszkrimindns 42 — 4 - 93 -5 = —1844, ami kisebb, mint 0, igy nem létezhet megoldds, vagyis
a két oldal soha nem lehet azonos, tehat biztosan nincsenek a feladat feltételének megfelel6 polinomok.

3. feladat: Oldjuk meg a pozitiv primszamok halmazan a kévetkezb egyenletet:
322 + 62 = 2% + Ty.
Oldh Gyérgy (Révkomdrom)

3. feladat I. megoldasa: Az oszthatésiag konnyebb vizsgalata érdekében célszerii dtrendezni az
egyenletet:
3z(z+2)=y2y +7)

Mivel = és y primszamok, ez azt jelenti, hogy x|y (ekkor x = y ), vagy z|2y + 7. Az els§ esetben
nincs értelmes megoldds, az x(z — 1) = 0 mésodfoku egyenletet kapjuk. A mdsodik esetben az is igaz
lesz, hogy 3z|2y + 7, mert 3z osztja a bal oldalt, és relativ prim y-hoz (y = 3 konnyen ldthatéan nem
ad megoldést). Ekkor

3 <2y+7

Tovabbé igaz az, hogy y|(x + 2) (mivel 3z-hez relativ prim). gy az iménti egyenl8tlenségbe behe-
lyettesitve és tovabb becsiilve
3 <2y+7<2r+11



-et kapjuk, tehat x < 11 a megoldas sziikséges feltétele. Felhaszndlva az oszthatésdgokat, és a nagysagviszonyokat,
tekintsiik at x lehetséges értékeit!

T = 2-re y az x + 2 = 4 osztdja, de 2 nem lehet, tehat nincs megoldds. x = 3-ray az x +2 =5
osztdja, tehat csak 5 lehet, de a 9 nem osztja a 2-5+7 = 17-et. © = 5-re y = 7 az egyetlen lehetdség, de
35 2. 7T+7. xa=Trey=3,de3-7 j2-3+4+7. Es végiil z = 11-re y = 13, ez konnyen ellendrizhetéen
megoldas, és a gondolatmenetiink szerint mas megoldas nem is létezik.

4. feladat: Az ABC haromszog silyvonalai s, sp, illetve s.. Bizonyitsuk be, hogy a héromszog
akkor és csak akkor derékszogti, ha s2 + s? = 5s2.
Neubauer Ferenc (Munkdcs)

4. feladat I. megolddsa: Ismert tény, hogy a hiromszog egy sulyvonala (pl. s,) a kovetkezd

forméaban irhaté fel az oldalakkal:
2 202 42¢% —a?

S5 1
Ezt behelyettesitve és a nevezével felszorozva

20% 4 2¢? — a® + 2a” + 2¢* — b = 5(2a* + 2b* — ¢?)
4¢* + a® +b* = 10a* + 100> — 5¢2
9¢? = 9a” + 9b?
a2 +b2 — 027

ami a Pitagorasz-tétel megforditas szerint azt jelenti, hogy a haromszogiink derékszogii.

5. feladat: Bizonyitsuk be, hogy n > 1 egész szam esetén

{’/ —Vn+ {’/n+\/ﬁ

irraciondlis szam.
Tar Miklés (Ungvar)

5. feladat I. megoldasa: Tegyiik fel, hogy a szdm racionalis, % alaktd. Emeljink harmadik
hatvanyra és rendezziink &t!

3

n—ﬁ+n+\/ﬁ+3<\3/(n2—n) (n—\/ﬁ)+</(n2—n)(n+\/ﬁ)> :%
3m<3n\/ﬁ+{’/n+ﬁ>@

ahol @ racionélis szam. Mivel feltevésiink szerint a bal oldal masodik tényezdje is racionalis, ezért az
elsé is az, tehat v/n? — n racionalis. De mivel a kdbe egész szédm, ezért ha & maga racionalis, akkor mar
egész is, ekkor pedig a kibe, n? — n egy kobszam. Ez azonban nem lehet, hiszen két szomszédos szam
(n és n — 1) szorzata, ezek nem tartalmaznak kozos primtényezét, igy mindkettd kobszdm, és ez n > 1
miatt nem lehetséges. Ellentmondasra jutottunk, tehat a kifejezés értéke nem lehet racionalis szdm.

6. feladat: Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot:

[Vn+Vn+2+vVn+4] = [Von+17],

ahol n > 2 egész szam, és [a] az a szdm egészrészét jeloli.
Bencze Mihdly (Brassd)



6. feladat I. megoldasa: Hasznéljuk fel a szdmtani, mértani és négyzetes kozepek kozti egyenlétlenségeket
3 valtozdra! Legyen a hdrom véltozénk /n, v/n+2 és /n+ 4. Ekkor az egyenlétlenség szerint (a
miiveleteket elvégezve)

3Yn(n+2)(n+4) <vn+vVn+2vVn+4<+v9n+18.

Igaz tovabbd az, hogy v/On + 17 < 3¢/n(n + 2)(n + 4). Ez 11-nél kisebb n-ekre szdmoldssal, e f5lott
teljes indukcidval lathatd be. Ez pedig azt jelenti, hogy v9n + 17 < v/n++vn + 2++/n + 4. Ebbdl pedig
az kovetkezik, hogy [vOn +17] = [\/n+vn+ 2+ /n + 4]




