I. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Révkomdrom, 1992. apr. 9-12.

12. osztaly

1. feladat: Hatdrozzuk meg azon x,y egészeket, amelyekre 12 (22 + dxy + 3y?) és y%(y? + 4wy + 32?)
kifejezések egyszerre teljes negyedik hatvanyok.
Bencze Mihdly (Brassd)

1. feladat I. megolddsa: Legyen a* = 22(2? + 4zy + 3y?) és b* = y?(y? + 4ay + 322). Ekkor
formalis atalakitdasokkal a* + bv* = (z 4+ y)* = ¢*. A nagy Fermat-tétel azt allitja, hogy ez az egyenlet
csak abc = 0 esetén oldhat6 meg.

Amennyiben a = 0, akkor az 6t el6éllité szorzat egyik tényezdje, tehdt vagy x2, vagy 2 + 4xy + 3y°
0-val egyenld, amibol harom lehetéség adodik: x = 0, x = —3y, vagy © = —y.

Amennyiben b = 0, akkor hasonlé médon vagy y = 0, vagy y = —3z, vagy pedig y = —z.

Amennyiben ¢ = 0, abbdl ¢ = b = 0 addédik, ez x = —y-t jelenti (beleértve, hogy esetleg mindkét
szédm 0).

2. feladat: Egy konvex 10-sz6g belsejében vegyiink fel k pontot ugy, hogy barmely két pont
OsszekotO egyenese ne tartalmazzon sem a felvett pontok, sem a sokszogesicsok kozill még egyet.
Bontsuk fel a sokszoget haromszogekre gy, hogy minden haromszog csicsa csak a sokszogcestcsokkal
vagy pedig a felvett pontokkal esik egybe. Bizonyitsuk be, hogy barmilyen médon bontjuk fel a sokszoget
haromszogekre, a haromszogek szama mindig ugyanakkora.

Reiman Istvin (Budapest)

2. feladat I. megolddsa: Jeldljiik a felbontds soran keletkezett hdromszogek szdmat N-nel! Ekkor
az abra egy poliéder haldjat adja, amelynek élei a behizott hatarolé oldalak, csicsai a felvett pontok
és a sokszogesucsok, lapjal a haromszogek, illetve az egész tizszog, mint ”6sszekotd” lap. Az Euler-féle
poliéder-tétel szerint ez azt jelenti, hogy mivel ?’NT'HO él keletkezik (minden hdromszognek harom oldala
van, és ha a tizszog oldalait is hozzdadjuk, akkor minden élt pontosan kétszer szdmolunk), azért
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ezt atalakitva pedig N = 10 4 2k — 2 adddik, tehat ennyi haromszog fog keletkezni, fliggetleniil k-t6l,
ezzel a feladat éllitasat belattuk.

3. feladat: Igazoljuk, hogy
1 1 1

irracionalis.

Bencze Mihdly (Brassd)

3. feladat I. megoldasa: A feladat ugyan nem emliti, de fogadjuk el, hogy az 6sszeg 1étezik (ugyanis
az Osszeg az 1 + % + % + % + ... Osszegnek egy részlete, ez pedig ismeretesen e-hez konvergdl). Ha ez
az Osszeg (jeloljiik a-szel) raciondlis lenne, akkor felirhaté lenne (egy esetleges bévitéssel) 57 alakban,
ahol n és k természetes szdmok. Ekkor ha a sor minden elemét megszorozzuk (2k)!-sal (ez megtehetd,

az Osszeg is ennyiszeresére véltozik), akkor
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ahol A természetes szam (a sor elsé k — 1 tagjdnak Osszege (2k)!-sal szorozva), mig 0 < By < ﬁ +
@i T - - (anevezket csokkentettiik), és a jobb oldali mértani sor Gsszege ismert médon %, ami
mindig kisebb lesz, mint 1. (2k)!z tehat egy természetes szdm és egy 0 és 1 kozé esd szdm Osszege lesz,
de kezdeti foltevésiink miatt természetesnek kéne lennie, ami ellentmondés, tehat = nem lehet racionalis
szam.

4. feladat: Legyen f : R — R egy folytonos fiiggvény, ahol f (f(z)) = 2?"*1 n € Nés f(1) = —1.
Igazoljuk, hogy f szigorian csokkend és f(0) = 0, valamint
lim f(z)=— lilf f(z) = +o0.

Adjunk példat a fenti feltételeket kielégité fiiggvényekre.
Bencze Mihdly (Brassd)

4. feladat I. megoldédsa: TetszOleges z1,22 € R esetén ha f(x1) = f(x2), akkor f(f(z1)) =
f(f(z2)), tehét ekkor x%”“ = x%”“, ami azt jelenti, hogy 1 = x9. Mivel f folytonos, ezért ebbdl mar
kovetkezik, hogy f szigortian monoton is.

Tegytiik fel, hogy f novekvd. Ekkor —1 < 1, azaz f(—1) < f(1) = —1, tehdt f(f(1)) = f(-1) =1,
ez viszont ellentmondés. Ebbdl és az eloz6 allitasbol kovetkezik, hogy f szigortan csckkend lesz.

F(f(f(2))) kétféle megkozelitése miatt a kifejezés egyrészt f(a?"+1), mésrészt f2"+1(x), igy ez a két
kifejezés minden x-re egyenld lesz. x = O-ra ez f2"+1(0) = f(0)-t jelenti a behelyettesités utan, ebbdl
pedig f(0) = 0 kovetkezik, mivel f(—1) =1, és f(1) = —1, igy f(0)-nak e két érték kozé kell esnie, és
csak f(0) =0, f(0) =1 és f(0) = 2 lehetséges.

Ha f(x) feliilrdl korlatos, akkor van egy olyan K szdm, hogy bérmely z-re K > f(x). Ebb6l a szigort
csokkenés miatt f(K) < f(f(z)) = 22" kévetkezne barmely x értékre, ami nem lehetséges, tehat f(x)
nem lehet korlatos feliilrél. Ez pedig azt jelenti, hogy a szigoru cstkkenés miatt a hatarérték —oo-ben
végtelen. A masik végtelen hatarérték hasonléképp igazolhato.

Ilyen fiiggvényre példa lehet az f(z) = —sgn () - |2|V2" ! hozzédrendelés, amely konnyen lathatéan
teljesiti a feladatban megadott Osszes feltételt, hiszen az egyetlen gond a 0-ban valé folytonossag lehet,
de ott a fliggvény hatérértéke mindkét oldalrdl O lesz.

5. feladat: Az ABC derékszogli hdromszogben meghizzuk az atfogéra a magassagot. Az igy
keletkezett két haromszognek megszerkesztjiik a beirt koreit. Bizonyitsuk be, hogy a talppontbdl és
ezen korok kézéppontjaibdl alkotott haromszog hasonld az eredetihez!

Fondd Tibor (Komdrom)

5. feladat I. megoldasa: Jeloljik az atfogéhoz tartozé magassag talppontjat D-vel, az ADC és
BC D haromszogek beirt korének kozéppontjait O1-gyel illetve Os-vel, a sugarakat rq-gyel, illetve ro-vel,
az ABC héromszog beirt korének sugardt r-rel. A CBD és ABC hdromszogek hasonlék (két szogiik
megegyezik), ezért L = 2. Ugyanigy ACD is hasonlé ABC-hez, tehat =2 = %, ebbdl a kettébol ’;—; =42

b
kovetkezik. Tekintettel arra, hogy Oy DOy = § és Q1B = Y21 — & az llitds mar kévetkezik,
2

6. feladat: Vagjunk ketté egy haromszoget egy egyenessel két egyenld teriiletii részre gy, hogy az
egyenesnek a haromszogon beliili szakasza a lehetd legrovidebb legyen.
Szabs Magda (Szabadka)

6. feladat I. megoldasa: Ha z-vel jeloljiik az egyenesen azt a szakaszt, ami a hdromszog belsejébe
esik, y-val azt a szoget, amelyet levdg a hdromszoghdl, és z-szel, y-nal a szog szdrain (a héromszog
megfeleld oldalai a és b) kialakult szakaszokat. Az ismert trigonometrikus tertiletképlet szerint a hdromszog
teriilete ‘”’S%, ami a feltétel szerint megegyezik 2 - %xy sin y-val, ebbdl ab = 2zy.

A koszinusztétel szerint 22 = 2% + y? — 2zycosy = (z — y)? + 22y(1 — cosvy). Ebbél ldthats, hogy
(mivel a mésodik tag dllandd, hiszen mindkét tényez8je az) z akkor lesz minimélis, ha x = y, ekkor



T =y = %b, ezen a két ponton at kell tehat egyenest hizni, ha minimalis hosszisigot szeretnénk

elérni.

A hossz azonban fiigg a sz0gtl is, konkrétan 22. = ab(1 —cos~y), ami a hdromszog teriilete szorozva
tg 3-vel, ez pedig akkor lesz minimélis, ha a sz0g tangense minimalis (a tangens argumentuma biztosan
kisebb, mint ), ami azt jelenti, hogy a legkisebb szdg szarait kell elmetszeniink az egyenessel, hogy a
kivant szakaszhosszt megkapjuk.



