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11. osztaly

1. feladat: Az ABC haromszog AB, BC, C A oldalain felvessziik a D, E, F' pontokat igy, hogy
AD _BE _CF
DB EC FA’
Bizonyitsuk be, hogy a DEF hiromszog sulypontja egybeesik az ABC haromszog stulypontjaval.
Petkovics Zoltan (Szabadka)

1. feladat I. megoldasa: Jeldljiik a hdromszog silypontjdt S-sel! Ekkor ismeretes, hogy SA+S B+
SC = 0. Tudjuk, hogy a feladatban a szakaszok kozt fennallé ardnyt k-val jelolve AD =k - DB BE =
k- EC’ CF = k- FA. Ebbél a sokszogmaddszer alkalmazasaval megjelentetve a mar ismert vektorokat

SD + SE + SF = SA+ AD + SB+ BE + SC + CF
Bontsuk ezt alkalmas moédon két részre, hogy megfeleljen céljainknak:
SA+SB+SC+k-(AB+ BC+CA) =0,

hiszen a haromszog oldalait azonos koriiljaras szerint vektorokként tekintve a kapott vektorok oGsszege
biztosan a nullvektor lesz. Beldttuk tehdt, hogy az S-bél a D, E, F pontokba mutatd vektorok Gsszege
0, ez pedig csak egyetlen pontra &all, és az a haromszog sulypontja.

2. feladat: Ha n > 2 egész szam, igazoljuk, hogy

L +l—ln S R
2 3 =2 n n?2)’

Bencze Mihdly (Brassd)

2. feladat I. megoldasa: Zsebszamologép segitségével kénnyen ellendrizhetd, hogy n = 3-ra az
egyenl6tlenség fennall. Teljes indukcidval bizonyitunk. Tegyuk fel, hogy tetszoleges n==~k pozmv egészre
mar igaz az allitas. Ismert becslés, hogy e > 14 x + —2 IrJunk most z helyébe -t, ekkor azt
kapjuk, hogy

2n + 2n+2

1 1 1 1 1

ﬁ+T1+2>1 - PR >
¢ =1t +2n—i—2+ +4n2+4n+ 8(n+1)2
SO I IR S .
2n 2n+2  2n2+42n n’

ez pedig azt jelenti, hogy ﬁ 2"4_2 > In (1 + ) Ha ezt felhasznaljuk, akkor azt kapjuk, hogy

1 1
1+-4+...+-—
+2+ +n+n+1

1 1 1
—In(n+1) = (1+2+...+—lnn>+H+lnn—ln(n+1)>
n n
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3. feladat: Az (a,),n € N sorozatot a kovetkez6képpen értelmezziik:

1 1 Ay 41

a1 = —, ag = —, S Apio =
’ 3’ s 3an — 2an41

5 , Vn e N*t.

Adjuk meg a sorozat n-edik tagjat n fiiggvényében!
Urbdn Jdnos (Budapest)
3. feladat I. megoldasa: frjuk at a megadott definiciét!
1 3 2

An42 An+1 Qnp

Ez a hozzérendelés a,, = esetén biztosan teljesiilni fog.

1
2n=T41

4. feladat: Az (a,),n € N sorozatot a kovetkezé feltételeket teljesiti:

2 1 ) 1 )
ag = a; = g,eSE (1+2an+1+an) SCLn+2 S g (1+an+1 —I—an)
Igazoljuk, hogy a sorozat konvergens és hatdrozzuk meg a hatarértékét.

Ddlyai Pdl (Marosvdsdrhely)

4. feladat I. megolddsa: Jeloljiik {b,}-nel azt a sorozatot, amelyre teljesiil, hogy

2
b():bl:g,és

(1 + 2bn+1 + bi) .

e~ =

bn+2 =
A {e,} sorozat pedig legyen a kiévetkezd:

2
Cop =C = 3 , €S
1 2
Cnt2 = 5(1 + Cnt1+cp)-
Konnyen beldthaté (pl. teljes indukcidval), hogy mindkét sorozat minden tagja 0 és 1 kozé esik, valamint
hogy mindkét sorozat monoton né. Ebbdl kovetkezik, hogy konvergensek, és a hozzarendelésbe minden
tag helyébe a hatarértéket adva formalis szdmoldssal a hatarérték 1-nek adddik. Teljes indukciéval b,, <
an < ¢ belathatd, hiszen a megadott egyenlotlenség bal és jobb oldala is megfelel$ nagysagviszonyban
allnak a b, és ¢, sorozatok megfelel6 tagjaibol képzett Osszegekkel. fgy a rendér-elv szerint {a,} is
konvergens, és hatarértéke ugyanigy 1 lesz.

5. feladat: Hatdrozzuk meg az f: R\ {—1,1,2} — R fiiggvényt, ha

r+1 T —2
f(x—2>+2f(x+l):x’

majd abrazoljuk a fliggvényt grafikusan.

Baldzs Lajos (Zseliz)

5. feladat I. megoldasa: Vezessiik be a kovetkezo jelolést: y = %! Beirva ezt a hozzérendelésbe

1 _yt2
f<y>+2'f(y)—1_y



frjuk be most y-t az i—fé helyére (mindkét fliggvény alkalmas x véalasztdsdval folvesz barmilyen valds

értéket az értelmezési tartomanyon, tehat a helyettesités nem jelent megszoritast, amellett nem lesz
probléma, hogy mindkét helyen az y valtozét alkalmazzuk).

srzes(5) =t

y—1
Formélisan megoldva a kapott linedris egyenletrendszert azt kapjuk, hogy f(y) = gy_'gz, ezt pedig
dbrdzolhaté formara hozva f(y) = —% — % Ez pedig ismeretes médon hiperbola és a szokdsos médon

abrazolhatd.

6. feladat: Az A, B,C pontok rajta vannak az y = % egyenletli hiperbolan. Bizonyitsuk be, hogy
az ABC haromszog magassagpontja is ezen a hiperbolan van!
Reiman Istvan (Budapest)

6. feladat I. megoldasa: Helyezziik a csicsokat egy derékszogii koordindtarendszerbe! Legyen
A (a; %), B (b; %), valamint C (c; %) Irjuk fel az A és B csucsokhoz tartozé magassagvonalak egyenletét:

1 1 1 1
(bc)x+()yabac+

b ¢ ab ac
1 1 1 1
- + 1 -—- =ab—bc+ — — —
(a=cla <a c) y=a °t ab  be
Ezen egyenletrendszer megoldéasa rovid szamolds utdn x = —abc, és y = ———, ez a pont pedig

lathatéan rajta van a hiperboldn, és ez lesz a magassagpont, tehat az allitast belattuk.



