I. Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny

Révkomdrom, 1992. apr. 9-12.

10. osztaly

1. feladat: Igazoljuk, hogy ha z,y, z € R, akkor
3
Py 42—y —yr—zx > 7 max [(z—y)? (y—2)% (z —2)7].

Bencze Mihdly (Brassd)

1. feladat I. megoldasa: Bebizonyitjuk, hogy ha (z — y)?

A két masik kifejezésre a bizonyitas értelemszeriien atvihetd.

a maximalis, akkor igaz lesz az allitéas.

1
z? 2422 gy —yzr— 2z =
reE ey IR (RN PR
> g9+ (Ga-sts-9) = 5P+ gl = Je -

2. feladat: Hany olyan haromszog van, amelynek oldalai n-nél nagyobb, de 2n-nél nem nagyobb
egész szamok? Ezek koziil a hdromszogek koziil hany egyenlészari és hany egyenl6oldali van?
Urbdn Jdnos (Budapest)

2. feladat I. megoldasa: A feltétel szerint a hdromszdg mindharom oldala n és 2n k6zé esik, akkor
a haromszogegyenlétlenséget mar biztosan teljesiteni fogjdk, hiszen barmely két oldal 6sszege nagyobb
lesz, mint 2n, ez pedig nagyobb lesz barmelyik oldalnal.

fgy csak ki kell valasztani harom megfelel6 egész szamot n és 2n kozott, ugy, hogy egyenldk is lehet-
nek koztiik. Ezt ismert képlet szerint (”;2)-féleképp tehetjik meg. Ezek, mint lattuk, mind megfelel
haromszogeket adnak. Az egyenld szariaknal meghatarozhatjuk a szarak és az alap hosszat, ez (Z)
lehet6ség. Az egyenld oldaliakndl csak az egyetlen oldalhosszt hatdrozhatjuk meg, ez n lehetOség.

3. feladat: Jelolje N azt az 1992 jegy(i szdmot, amelynek az Osszes szdmjegye 9-es. Mennyi N2
szamjegyeinek Osszege?
Bencze Mihaly (Brassd)

3. feladat I. megoldésa: Vegyiik észre, hogy N = 10?92 — 1. Formadlisan négyzetre emelve
N2 =10'992(101992 — 2) + 1. Az els6 tag mésodik tényezdje csupa 9-es, kivéve az utolsé jegyet, ami 8-as.
10-hatvannyal szorozva a szamjegyOsszeg nem valtozik, és a szorzat 0-kra végzodik. Ehhez 1-et adva a
szamjegyosszeg 1-gyel no, tehat végeredményben 9-1991 +8 +1 = 1992 -9 = 17928

4. feladat: Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1
21+ =+=-4+...+ =

8 < + 5 + 3 +...+ >

oszthat6 1992-vel.
Mészdros Jozsef (Galdnta)



4. feladat I. megoldasa: Vegyiik észre, hogy
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A zardjelben mindegyik tag oszthat6 3-mal és 8-cal is, tehat a szorzat oszthaté 3 - 8 - 83 = 1992-vel.

5. feladat: Adott ABC héromszog. Legyen O a koriilirt korének a kézéppontja. B és C' csticsokbdl
az AC és AB oldalakra bocsatott merdlegesek talppontjai E és F. Igazoljuk, hogy AO 1 EF.
Nagel tétele ()

5. feladat I. megoldasa: Jeloljiik a szogeket és az oldalakat a szokdsos mddon! A-t tegyik a
koordinédtarendszer kézéppontjdba, és az AB egyenes legyen az x egyenes.

@) (g, gctg'y) ,F(bcosa;0), AE = ccosa, E(ccos® a; ccos asin o)
Ebbdl kovetkezik, hogy AO = (9; 5 ctg ’y) és EF = (b cos o — ccos? oy —csin a cos a). Ezt felhasznalva

2
formaélis szorzassal kapjuk, hogy:
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= gcos a(EC — BE ctgny) = gcos a(EC —EC)=0
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Ezzel pedig belattuk az allitast, hiszen a két szakaszt jellemz6 vektorok skalarszorzata 0, és a vektorok
hossza nem 0, tehat merolegesek egymasra.

6. feladat: Az ABC derékszogli haromszog S stulypontjdbdl bocsdssunk merélegeseket az oldalakra.
Legyenek ezek talppontjai A;, By, C1. Szamitsuk ki a Ter(ABC)/Ter(A;B1C1) ardnyt.
Mészdros Jozsef (Galdnta)

6. feladat I. megoldasa: Ha az atfogdhoz tartozd magassagot m.-vel jeloljiik, a haromszog szogeit
pedig a szokdsos médon, akkor egyrészt lathatjuk, hogy az A1 B1C1 hiromszog teriilete el6all az A1 S By,
B,SCy és A1SCy héromszogek teriiletének Osszegeként, ezen teriileteket felirva a haromszog ismert
trigonometrikus teriiletképletének segitségével pedig kapjuk, hogy a teriilet nem mas, mint

(az oldalakon kialakul6 g, illetve g szakaszok a parhuzamos szel6k tételének kovetkezményei), és ugyanigy
kaphatjuk, az dtfogéra bocsdtott merdleges "¢ hossziisdgat is, a stlyvonalat és a C' pontbdl indulé ma-
gassagot is behtuzva.

Felhaszndlva tovabbd, hogy a + 3 = 7, és igy sin 8 = cos a, valamint a sin? a 4 cos?a = 1, azaz
sin® a + sin? = 1 egyenl6ség alapjan sin av és sin 3 értékét definicié szerint befrva és c-vel dtszorozva
kapjuk, hogy asin a4+ bsin 8 = ¢, tehat a fenti 6sszeg végs6 soron %—ed része az ABC teriiletének, tehat
a feladat altal kért arany % lesz.




