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46. TIT KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY
Orszagos donté — 2. nap

NYOLCADIK OSZTALY

1. Egy pozitiv primszamokbol allo, novekeds sorozatban az egymést kovets tagok kiilonbsége 12.
Melyik a leghosszabb ilyen sorozat?

1. megoldas

Mivel 12-vel noveliink, ezért minden lépésben 2-vel novekszik az egyesek helyén all6 szamjegy.
Ha péaros szdmmal kezd6dik a sorozat, akkor csak egy elemt lehet, mert a 2 az egyetlen paros
prim. Az utolsé szamjegyek tehat az {1,3,5,7,9} halmazbdl keriilnek ki. Raadasul valahonnan
kezdve, ebben a sorrendben fogjak egymast ciklikusan kovetni.

Ha egy sorozat legalabb 5 elembdl all, akkor szerepel benne az 5, mint utolsé szamjegy. Ekkor
a szam maga is csak 5 lehet, mert az az egyetlen 5-re végz6ds prim. Az 5 viszont csak az elsé
elem lehet, hiszen a pozitivak a sorozat elemei és 12-vel novekszik. A leghosszabb sorozat tehéat:
5,17,29,41, 53.

2. megoldas

Tegyiik fel, hogy a sorozat legalabb 5 tagbdl all. Vegyiik észre, hogy a p, p + 12, p + 24, p + 36
és p + 48 szamok mind kiilonb6z6 maradékot adnak 5-tel osztva, mert a lehetséges kiilonbségeik
12, 24, 36 vagy 48 nem oszthatok 5-tel. Mivel 5-6s maradékbol 5-féle van, az egyikiik oszthato
5-tel. Ez csak p = 5 lehet, mert pozitiv primekrdl van sz6.

Tehat a legalabb 5 tagbol allo sorozatnak igy kell kezdddnie: 5,17,29,41,53, ami mind prim,
tehat 5 tagja lehet a sorozatnak. 6 tagja viszont nem lehet, mert a kdvetkezs szam, a 65 nem
primszam.

2. Két jatékos, A (aki a jatékot kezdi) és B a kovetkezd jatékot jatsszak: felvaltva tordlnek egy-egy
szamjegyet a 876543210 szambol, amig csak egyetlen jegy marad.
Ha a nyolc torlés barmelyike utén a szamjegyeket 0sszeolvasva a szam oszthaté néggyel, B nyeri
a jatékot, egyébként pedig A. Van-e valamelyik jatékosnak nyers stratégidja? Ha van, adj is meg
egy nyers stratégiat.
(Ha a jaték végén 0 marad, akkor B nyert, hiszen 0 oszthato 4-gyel.)

1. megoldas
Megmutatjuk, hogy B-nek van nyerd stratégidja.

Ha A az els6 lépésben 2-nél nagyobb szamot torol, akkor B az 1-es torlésével eléri, hogy a szdm
20-ra végz6djon. Ha A az els6 lépésben 2-nél kisebbet torol, akkor B a méasik 2-nél kisebb jegy
torlésével eléri, hogy a szam 32-re végz6djon. Mindkét esetben B nyert.



TUDOMANYOS ISMERETTERJESZTO TARSULAT
1088 Budapest VIII., Brody Sandor u. 16.
Postacim: 1431 Budapest, Pf. 176
E-mail: titnet@webinform.hu; Honlap: www.titnet.hu
Telefon: 327-8900 Fax: 327-8901

Nyilvantartasba vételi szam: E-000226/2014

Marad az az eset, hogy A elsére a 2-est torli. Ekkor tordlje B az l-est, a megmaradd szam igy
8765430.

Ha A most a 3-ast torli, B azonnal nyer. Ha 4-nél nagyobb szémot torol, akkor B a 3-as torlésével
eléri, hogy a szam 40-re végz&djon, ekkor is B nyer.

Tehat A csak a 4-est vagy 0-t torolheti. Torolje ekkor B a 3-ast, igy a megmaradé szam 87651V,
ahol N =0 vagy N = 4.

Ha A 6-nal nagyobb szamot torol, akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy a végzddes 6N legyen,
ami 4-gyel oszthat6. Ha A az 5-0st torli, a végzédés 6N, ekkor is B nyer. Ha A a 4-est torli,
akkor B az 5-0s torlésével eléri, hogy 76 legyen a végzddés, ekkor is 6 nyer.

Marad az az eset, hogy A a 6-ost torli, ekkor tordlje B az 5-0st, megmarad 87N .

Ekkor barmit is lép A, az utolso 1épésben B meg tudja hagyni 8 és N koziil valamelyiket, és
mivel ez mindenképpen 4-gyel oszthatoé szam, megnyeri a jatékot.

2. megoldas

B szdmara egy lehetséges nyerd stratégia a kovetkezs: torolje sorra az 1, 3, 5, 7 szdmjegyeket.
Ha ezek koziil valamelyik méar kordbban torl6dott, akkor helyette B tetszéleges maésik jegyet
torolhet. Megmutatjuk, hogy ilyen lépésekkel a jaték sorédn valamikor biztosan 4-gyel oszthato
szdmot kapunk.

Ha A az els6 1épésben 2-nél nagyobb szamot vagy 0-at torolt, akkor az 1-es torlése utan a kapott
szam 20-ra vagy 32-re végzddik, tehat 4-gyel oszthatd. Ha A az 1-est torli, azonnal 4-gyel oszthato
szamot kapunk. Marad az az eset, hogy A els6ként a 2-es jegyet torolte.

Héarom lépéspar utdn a megmarado6 3 jegy ekkor csak a 8, 7, 6, 4, 0 szdmok koziil kertilhet Kki.
Ha a 7 és a 6 is megmaradt, akkor B nyert, hiszen a 876, 764, 760 szamok mindegyike oszthato
4-gyel. Ha a 7 mar torl6dott, akkor a szam végzddése 64, 60 vagy 40, ekkor is 4-gyel oszthato
szamot kaptunk. Ha a 7-es megmaradt, de a 6-os nem, akkor az utols6 1épéspar utan csak a 8,
4, 0 szamok valamelyike maradhat meg, ezek viszont 4-gyel oszthatok. Igy B minden esetben
megnyerte a jatékot.

. Egy 5 x 5-0s tablazat mezGibe beirtuk a pozitiv egész szamokat 1-t6l n-ig (mindegyiket egyszer),
a kimarado mezdékbe pedig nullakat irtunk. A kitoltést érdekesnek neveziink, ha minden sorban
és minden oszlopban egyenl$ a beirt szamok Osszege. Melyik a legkisebb pozitiv egész n, melyre
talalhato érdekes kitoltés?

Megoldas
n(n+1)

A beirt szdmok 6sszege 1+2+...+n = =5 oszthat6 5-tel, ez csak tgy lehet, ha n vagy n+1
5-tel oszthato. Ezek alapjan a lehetséges n értékek és a hozzajuk tartozod S sordsszegek:
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15|24
19 | 38
20 | 42
24 | 60
25 | 65

Az n =4 ésn =5 eset nyilvan nem lehetséges, mert van nagyobb beirt szim, mint a sordsszeg.

Az n =9 és n = 10 szintén nem jO, mert az els§ esetben a 8-as soraba vagy oszlopaba nem jut
jo par a 8 mellé, a méasodik esetben pedig a 10-es soraba vagy oszlopaba nem jut jo par a 10
mellé.

Az n = 14 eset megvaldsithato:

5 3 |13
6 |1 14
4 1819
2 12| 7
10 | 11

. Melyek azok az ABCD négyszogek, melyek belsejében talalhaté olyan P pont, hogy a PA,
PB, PC, PD szakaszok a négyszog belsejében haladnak, és az ABP, BCP, CDP é DAP
haromszogek teriilete mind egyforma? Igyekezz minél egyszeriibb jellemzést adni!

Megoldas

Mivel Tapp = Trep, ezért A és C egyenls tavolsagra vannak a BP egyenestdl (ez a tavolsag
az ABP és BCP haromszogek BP-hez tartoz6 magassaga). Ez kétféle modon lehetséges: AC
parhuzamos BP-vel, vagy BP atmegy az AC szakasz felez6pontjan. Mivel az elsG lehetGség nem
all fenn, igy a BP egyenes atmegy az AC atlo felez6pontjan.
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C

Hasonlo logikaval a D P egyenes is atmegy az AC szakasz felez6pontjan. Ez kétféleképpen lehet-
séges:

(a) P az AC szakasz felez&pontja.
(b) BP és DP egy egyenesre esik: a P pontot és az AC felez6pontjat 6sszekots egyenesre.

Az (a) esetben AC belss atlo kell hogy legyen. A Tpap = Tpap feltételt is felhasznéalva kovet-
kezik, hogy az AC bels6 atlo felezi a négyszog teriiletét, és P ennek az atlonak a felezGpontja.
Megforditva: ha egy négyszog egyik atloja felezi a teriiletét, akkor ennek az atlonak a felezépontja
jo P-nek, hiszen a stlyvonal felezi a haromszog teriiletét.

A (b) esetben a BD atlorol deriilt ki, hogy felezi a négyszog teriiletét, és P ezen atlo felez6pontja
kell, hogy legyen.

Tehat azok a jo négyszogek, amelyek egyik atloja felezi a négyszog teriiletét. Egy ezzel egyenér-
téki leiras: a négyszog egyik atloja atmegy a méasik atlo felezépontjan.

A feladatokat 6sszeallitotta: Gyenes Zoltan, Jakucs Erika, Juhéasz Péter, Steller Gabor.
Lektoralta: Erben Péter, Gyéry Akos.
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